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PREFAŢĂ 


Teoria calitativă a ecuațiile: diferențiale cunoaște în ultima vreme 
o dezvoltare constatată prin numărul mare de cărți şi lucrări originale care-i 
sînt dedicate. Se ştie că începuturile teoriei calitative a ecuaţiilor diferen- 
țiale sînt nemijlocit legate în lucrările lui Poincare, Liapunov, Birkhoff, 
de probleme clasice ale mecanicii și mecanicii cereşti. Așa au apărul şi 
teoria stabilității şi teoria matematică a oscilaţiilor cu metoda parametrului 
mic şi teoria generală a sistemelor dinamice. Perioada de mare avânt, din 
jurul anului 1930, a teoriei calitative a ecuaţiilor diferenţiale în Uniunea 
Sovietică a pornit pe de o parie de la reluarea, la Institutul de aviaţie din Kazan, 
a problemelor teoriei stabilității cu aplicaţie la studiul stabilităţii avionului, 
iar, pe de altă partie, la Moscova, datorită observaţiei lui A. A. Andronov 
asupra utilității aparatului matematice al teoriei soluțiilor periodice ale 
ecuaţiilor neliniare pentru explicarea unor fenomene ale radiotehnicii. 
Este perioada fizată de exemplu de celebra carte de teoria oscilaţiilor a lui 
A. A. Andronov, Hatkin și Witt la care se adaugă la fel de cunoscuta carte 
de ,,mecanică neliniară” a lui Krîlov și Bogoliubov. 


Începînd din 1930, la Universitatea din Moscova funcţionează semi. 
narul de teoria calitativă a ecuațiilor diferențiale, orientat în special spre 
problemele teoretice fundamentale. Bilanţul activităţii seminarului în prima 
perioadă este fixat în cele două ediţii ale monografiei lui V. V. Nemilki 
și V. V. Stepanov ,, Teoria calitativă a ecuaţiilor diferenţiale” a căror cir- 
culație largă a și dat denumirea acestei direcţii de cercetare. 

În ultimii 10—15 ami, atât teoria stabilităţii, cât şi leoria soluţiilor 
periodice (la care se adaugă problema soluțiilor aproape-periodice), au primii 
un nou împuls prin faptul că ele reprezintă o parte din aparatul mate 
matie al teoriei reglării automate. 


Caraclerisiic pentru dezvoltarea teoriei calitative a ecuaţiilor diferen- 
Hale este faptul că, pentru rezolvarea problemelor ei, se Jolosește un aparui 
matematic tot mai variat: topologia și analiza funcțională, algebră Whniară 
și teoria funcţiilor de o variabilă complexă. 


Tinând seama de marea varietate a problemelor, alegerea materialului 
pentru o carte dedicată teoriei calitative a ecuaţiilor diferenţiale este o pro- 
blemă grea. În această monografie autorul a fost călăuzit de ideea unei ex- 
puneri sistematice, închegate, a teoriei stabilității (bazată în primul rînd 
pe metoda funcţiei lui Liapunov) şi a teoriei oscilaţiilor, inclusiv teoria 
sistemelor cu parametru mic. În această expunere accentul a fost pus tocmai 
pe teoremele generale, pe acea dezvoltare a teoriei care clarifică ideile şi me- 
todele. A fost introdus un capitol relativ la teoria stabilității sistemelor de 
reglare, în care accentul cade de asemenea pe cele mai generale teoreme ob- 
ținute în această direcţie, în particular pe prezentarea contribuţiei esenţiale 
adusă aici de V. M. Popov, membru corespondent al Acad. R.P.R. 
Ultimul capitol reia problemele teoriei stabilității şi teoriei oscilaţiilor în 
cadrul sistemelor cu întârziere, care în ultima vreme ocupă un loc din ce 
în ce mai mare atât în preocupările matematicienilor cât și ale celor ce lu- 
crează în domeniul aplicaţiilor. În întreaga lucrare au fost cuprinse o serie 
de rezultate obținute la noi în ţară ; în particular, ultimul capitol reprezintă 
o expunere sistematică şi perfecționată a rezultatelor autorului în teoria siste- 
melor cu întârziere. 

Comentariile bibhiografice de la sfîrşitul fiecărui capitol au în primul 
rînd menirea de a indica acele izvoare care au fost nemijlocit folosite pentru 
redactarea lucrării sau ale căror idei sînt dezvoltate în lucrare. Baistă şi 
un număr mic de excepţii — semnalarea unor lucrări fundamentale care 
nu au fost cuprinse în lucrare deoarece ar fi cerut dezvoltări prea mari. De 
altfel, nici chiar în sensul limitat despre care s-a vorbit mai sus, bibliografia 
nu are pretenția de a fi completă. 
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INTRODUCERE 


La baza întregii teorii calitative a ecuaţiilor diferenţiale stau teo- 
remele generale de existență, unicitate şi dependență continuă de condi- 
ţiile iniţiale şi de parametri. De aceea vom începe prin a reaminti aceste 
teoreme generale, stabilind cu acest prilej unele leme care vor fi întilnite 


adesea în cele ce urmează. De asemenea vor fi precizate cele mai frec- 
vente notații. 


$ 1. SCRIEREA VECTORIALĂ A SISTEMELOR DE ECUAŢII DIFERENŢIALE 
Să considerăm un sistem de ecuaţii diferenţiale de forma 

d 4, A 

—— = fi (bn 2 -- 5 Ca) (5=1,2,...,n). 

dt 
Vom nota cu z vectorul coloană 

-) 
CĂ 


Vom folosi de obicei norma euclidiană || = | 22+... +2. În 


unele cazuri sînt convenabile și normele echivalente |z| = |2, |+ || + 
+ ---<+|a,lsau |z| = max ||; când vom folosi aceste norme vom 


$ = 1,9,c..% 


menţiona special acest lucru. 
Derivata vectorului z(t) este prin definiţie vectorul 
dz, 
di 
dz, 
d 
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. . . LU . . 4 Hi / Crai W / 
Aceasta nu este o definiţie formală ; ea coincide cu lim At) > to) ) > o) A 


limita fiind definită cu ajutorul normei introduse. De asemenea integrala; 
vectorului z(t) pe [a, b] este prin definiție vectorul 


( (6) dt: 


: 
za 
Nici aceasta nu este o definiție formală ; se poate ajunge la ea definind 
integrala în mod obişnuit cu ajutorul sumelor Riemann. 
Foarte adesea vom folosi evaluarea 


NE zi) d <| let) | ai. 
Avem 
| zar] == | (| za) + | za(t) a) +, + [Î e, wa] 
Notăm J, = | a (dt, rr +. Rezultă 
35, J, = cati = |: == za]. 


Pe de altă (3 
bed = So | a, (dt =| 5 
Dar > be = i deci 
Sb, < | |ăzio zi (at = | |) | at, 


ceea ce demonstrează evaluarea scrisă mai sus. 


(tdi < <| [Se ai (0âr. 


$ 2. TEOREMA DE EXISTENȚĂ 


În notaţiile vectoriale introduse, sistemul de ecuaţii diferenţiale 


se scrie 


a = fb 2). (1) 
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Vom presupune în cele ce urmează că f e continuă într-un domeniu DC 
CR, 
DEFINIȚIE. O funcţie e definită şi continuă pe un interval 1 al axei 
reale (cu valori în hR") se numeşte s-soluţie a sistemului (1) pe I dacă: 
a) (î, p(?))e.D pentru t€l]; 


b) p are derivată continuă pe 1 cu excepția eventual a unui: 
număr finit de puncte din 1; 


praz sta [t,e(t)]| < 


de 
e, acolo unde EI există și este continuă. 
/ 


LEMA i Pie D: |t—tpl La, |z — ol Sb, M = max fii, 2)|, 
a = min | a „e. 

Pius pentru orice <>0 emistă o e-soluție a sistemului (1) pe |i —tok< 
Ca astfel ca (0) = 2o. 


Demonstraţie. Deoarece f e continuă pe mulțimea compactă D, 
ea este uniform _continuă, deci pentru e > 0 există d(e) > 0 astfel ca 


If, D—f(, al Se pentru (î, 2)€D, (î, 2)€D, lt— i] <ă(o), 
la — 2 | <5(e). Considerăm o diviziune a intervalului [i, to+ a] cu ajuto- 
rul punctelor îi, Ct;< ... Ci, =to+ a astiel ca 
MAX |t— n-a | min (3(e), 2), 
Definim funcţia e pe [ij to+ a«] prin relaţiile 


P(î0) = o, P(t) = (te-a) tf Lisa P(be-a)I(t — te-a) 
pentru î,_„ <IS<I,. Funcţia astfel definită este continuă, derivabilă în 


interiorul intervalelor (î,, î;++). În plus | e(t) — p(î)| <M|t—t |. Pentru 
E (î,_1, bu) rezultă î — î,_a < 9(=) și le(t) — p(ti_1) |SS5(e) deci 


— ŞI, e(0)]| = II-a P(te-a)] — SL 40] | <e, 


deci q este e-soluţie. La fel se construieşte <-soluţia și în intervalul [t—a, to]. 
TEOREMA 0.1. Pie D: |t — to |sLa,lr — o |, M = max If(ta) |, 


a = min [a )- 
MM 


Atunei există pe |t — ta | La o soluție pa sistemului (1) cu p(lo) = o. 
Demonstraţie. Fie <, > 0, e, +a Ea, lim e, = 0; pentru fiecare e, există, 


up 00 
pe baza lemei 0.1 o e,„-soluţie ș, definită pe |t — t, |<a și astfel ca ș,(t0)= 
= do3 în plus |e, (î) a o (£)| <HW |! — |. 
Rezultă că funcţiile o, sînt uniform mărginite şi egal continue pe 
lt — to |sSa, deci pe baza teoremei lui Arzelă (Ascoli) există un subşir Pa 
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uniform convergent pe |t— tb |sLa „către o funcţie p. Această funcţie 
rezultă continuă și în plus pui — e(t) | <M|t—t |. Fie 


A, (î) = Ep — — fit, 9, (0] 
în punctele în care o, e derivabilă şi 
A, (î) =0 


în punctele în care ge, nu e derivabilă. Avem 
ţ 
e(0 = + Ls, ea (0)) + A (s)lăs, [ADI <e 
. to 


Deoarece f[i, ș,,(t)] converge uniform pe |t—t,|s<a către 
ŞIt, p(t)] iar A,, tinde uniform către zero, se poate trece la limită sub 
semnul de integrare şi rezultă 


olt) = 2 + | f[s, p(s)]ăs 
lo 


Deoarece f e continuă, rezultă că ge e derivabilă pe |t— th |sa şi 
Î(t) = fLi, e(t)]. Teorema este demonstrată. 


$ 3. INEGALITĂŢI DIFERENȚIALE 


Înainte de a trece la teoremele de unicitate şi de dependenţă continuă 
de condiţiile iniţiale, vom stabili cîteva leme cu interes în sine. 
LEMA 0.2. Pie qo funcţie reală definită pentru ip <Li< to + a; notăm 
D_ e(1) — lim ing Pl th) — ett) . 


h-—0 h 
Fie q şi y continue în Liv, to + a) și cu proprietăţile: 
a) e(0) < y(to). 
b) D_e(î) <JLt, e(t)], 
D_u( >flt, V(0)], pentru î€ [to to + o). 


Atunci o(t) < y(t) pe [b, tb +a). 

Demonstraţie. Considerăm mulţimea valorilor t din (to, to + a) în 
care q(î) > W(1) ; această mulţime nu conţine pe î, conform ipotezei. Dacă 
nu e vidă, fie £ marginea ei inferioară. 


Avem q(8) = (8) deci D_e(8)</fL& (8) = V(5)] < D_y(8). 
De aici rezultă că există î, <I< £ astfel încît 
gti) — (5). _ 0) — (5), 
tb —£ t—£ 
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deci 


p(t) — ep(£)> (i) — y(5), 
deci p(!) > y(1), ceea ce contrazice definiţia lui £ ca margine inferioară. 
Mulțimea considerată rezultă deci vidă şi lema e demonstrată. 
LEMA 0.3. Pre f continuă pentru |t — în|l <a, ly—vyol|Lb 


Pie M — max |f(t,y) |, a — min ci » B<a. Atunci există o 


soluție y(t) a ecuației y' = f(i, y) definită pe [io» to + 8] astfel ca (to) = vo 
Și cu proprietatea că dacă 2(t) e soluţie a ecuaţiei cu 2(i5) = yo să rezulte 
2() <y() pe [lo to + Bl. 

Demonstraţie. Există e, > 0 astfel încît dacă 0 Ce < eg ecuaţia y' = 
= Şi, y)+e admite soluţii pe [in, to+ 8]. Fie <, >0, „i Ce, Leo, 
lim e, =0, y, un şir monoton descrescător tinzind către y,. Dacă y,(t) 


= 90 
sînt soluţii ale ecuaţiilor y' = f(î, y) + e, cu y,() =y„, rezultă pe baza 
lemei 0.2 că 2(î) < yu (t) <y (6) pe [to; to + 8]. 

Rezultă că pentru orice t €E[ta, te + 8] avem 


Lă 


a Ya(t) = gt), 
deci 
lina [f(, (0) + e, = f(ty(t)) 
deci 
Yi 30). 


Șirul y,„(t) fiind monoton descrescător, funcţiile y,„(t) rezultă uniform 
mărginite, iar șirul derivatelor y,„(t) fiind uniform mărginit, funcţiile 
Yn(t) rezultă egal continue. Dar atunci, pe baza teoremei lui Arzelă, șirul 
Y„ (t) rezultă unifom convergent pe [îs, to + 6] şi y(t) rezultă soluţie a 
ecuaţiei y' = f(î, y). 

Deoarece y, —> yg , rezultă y(0)=—yo. Fie 2(t) o soluţie oarecare cu 2(0)=— 
— 9. Avem pentru toţi n, pe baza lemei 0.2, z(î)<y,„(t) pentru t € [to bb +$]. 
Pentru n — co se capătă z2(t) <y(t) pe [î, to + 6] şi lemae demonstrată. 

LEMA 0.4. Pie f continuă pentru |lt—te |Sa, |y—vyo Sb, M= 


= max |f(t,y) |, a = min [a -), B <a, y(t) soluţia a cărei existenţă este 


afirmată de lema 0.3, w(t) o funcţie cerivabilă pe Lia, do + B]astfel ca w'(1) < 
< lt, e00)], (to) < u(ta). Aiunei ali) <y(6) pe [tos tn + B]. 
Demonstraţie. Fie <, > 0, cps < ep, lim e, =0, y„un şir tinzind 


n 00 
monoton descrescător către y(4). Avem 


o'(î) Sf o()] < Lt, o(0)]+ ex (bo) Sy (o) < Ya 


deci pe baza lemei 0.2, w(t) < y, (î) pe [to, to + 3). Deaici pentru n—>co 
rezultă co(t) < y(t) pe [t; tb + Bl. 
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LEMA 0.5. Ecuația 
y = a()y + d), 
unde a(t) și b(t) sînt continue pe |i — tp| Sta, are pe acest interval soluţia. 


ţ 
ul (acuau 
y(t) = ve +| e b(s)ds 
te 


și această soluție este unica soluție pentru care y(to) = Yo: 
Demonstraţie. Că y(t) e soluţie se verifică imediat prin derivare. 
Să arătăm că soluţia e unică. Fie y(t) o altă soluţie cu y(40) = yo, 2(t)= 
ţ 


= y(t) — y(). Rezultă 2(t,) = 0 şi 2(t) = a(t)2(0), deci 2(t) = a(s)(8) ds. 
- bo 


ţ i 
De aici, |2(t) | <M l2(s) | ds. Dacă există î, > e astfel încât | |z(s)|ds=—0, 
to 


to 
atunci 2(8) = 0 pentru t, Ci SC, şi luăm pe, în loc de e. 
i 
Presupunem deci că pentru t > te avem ( l2(s)| ds-70. 


Fie vw(t) = | l2(s) |ds. PERLA, CM deci ( CAU, di<M(i-—î), deci 
(t) vi) 


Vă LD, aleg 
In v(t) — In (6) <M(t—t) pentru bt, <<, deci Inv(t) Sinov(i) + 
+ M(i— 1). î. E 
Dar pentru t—t, avem In v(t)-> — cocăci v(tj) =0. 
Inegalitatea este contradictorie, deci 2(ţ) = 0. 
LEMA 0.6. Fie q,y, X funcţii reale definite pe [a,b] şi continue, X (î)>0. 
Presupunem că pe |a, b] are loc inegalitatea 


p(€) < (0) + | x (5) o (5)â:. 


Atunci 


ţ : 
x(u)su 


pt) < yt) +| X(s)y(s) e” ds pe [a,U]. 
Demonstrație. Fie 


RW) = | x (3) e (8)ăs. 


Avem R'(t) = X(0)e(0) LX (00) + 10) ( X (5) (8) ds =X (î)p() +X(DR(0)- 


Jonsiderăm ecuaţia 


z(î) = X(020) + XD). 
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Această ecuaţie admite pe [a, b] soluţia unică 


4 
ţ X()du 


a =f e” z(ytoas 


<are verifică condiţia z(a) = 0. Pe baza lemei 0.4 rezultă R(t) <a2() 
pe [a, b], deci 


p(t) < V(î) + R() <y() + 2(t) şi lema e demonstrată. 


CONSECINȚA 1. Dacă y e derivabilă, din o(t) < y(t) + +(s)o (s)de 


vezultă 
î Mii ţ î X(u)du 
a <uae! +| e teas 


Demonstraţie. Avem, cu notaţiile de mai sus 


ţ d ţ, X(wdu ţ, X(u)du ţ i ţ, X(u)du | 
==] WU e ds = —vy(s)e -L e V'(8) ds = 
d, si a «a 
j X(u)du i ţ X(u)du 


— —y(0 +yla)e! | e V' (s)ds, deci 
i X(u)du i ) X(u)du 


raze” be” pioase. 


ea 


CONSECINȚA 2. Dacă y e constantă, din 


ay 7 ea 


pezultă 


A 
Xu)du 


p(?) <ye 


$ 4. TEOREMA DE UNICITATE 


LEMA 0.7. Fie f definită în DCR"! şi |f(i, 2) —fl(t, 22) | 
< k(t)|a — zel. 

Pie o pa E — respectiv e, — soluții ale ecuaţiei (1) pe (a, b) asifel 
ca pentru t,€(a, b) să avem |ei(to) — pa(to) |-< 3. Atunei 


| ţ tu | p ţ k(u)du 
to | A 3 


Ipa(t) — pat) | < e + (e, fF £3) ds| în (a,b). 
. to 
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Demonstraţie. Presupunem t, <t Sb; în intervalul (a, i] demon- 
straţia se face la fel. Avem 


|$. (5) — fls, a(s8)] | Sea; |Pa(s) — fs, a(8)] < ez 
cu excepţia unui număr finit de puncte. Rezultă 


| pa(?) — ea (to) — | fls, pa(s)lds | < ea(t — to), 


e “o 


Pe (rs sila) eosto zi), 
Rezultă ă 
(ej: e3t40) iu le) egale) i flo, (e) —fle, pale))lds |< 


SS (e. + e2) (t — to) 


deci 
| pa (î) — pa(t) | < lpa(to) — Ppa(to) | k (ea + ez)(t — to) + 
+ if, eu(8)) — fe, ea (0) ds 
sau 
cea (î) — cea(?) | <a (f0) — pa(fo) | + (ea Fr eo)(t— to) + 
+ Rl este) — ate) las. 
Aplicăm lema 0.6 (consecinţa 1) luînd e = |e.(t) — pa(t)|, 
V = (e. + 2) (tt — to) FI auto) — palto) |, x = kt). 
i k(8)ds 
Obţinem | pa(?) — pa) | | pi (to) — pa(to)le i + 


; 
( k(u)ău 
j E: 


+ ete) | e ds 


lo 


şi lema e demonstrată. 
TEOREMA 0.2. Dacă 


If, 2) — f4, 22) < k(d) la — zel 


în DC Rt! şi q., a sînt două soluţii ale sistemului (1) cu eu(to) = pa(to) 
atunci ea(t) = pa(t) în intervalul (a, b) în care aceste soluţii sînt definite 
Demonstraţie. În lema 0.7 putem lua 3 — 0. e, =. =0 şi se capătă 
| pa(t) — pat) |] =0. Ă | A | 
Teorema 0.1 arată că soluţia sistemului (1) există într-o vecinătate. 
a punctului iniţial. O problemă importantă este aceea a prelungirii solu- 
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ţiei pe un interval cît mai mare. Fie e(!) o soluţiea ecuaţiei (1) definită. 
în (a, b). Atunci 


at) = gti) + te, als) as. 
+ lo 


Dacă a<t, <ta<b rezultă | e(t.) — e(î2)| < [ If(s, e(s)) ds <M(&—t)» 
te 


deci lim q(?) şi lim (7) există. Dacă punctul (0, e (b — 0)) e în D, funcţia. 
il>a l>b 
t>a i<b 
g definită prin q(t) = q(t) pentru t € (a, b), g(b) = e(b — 0) esteo soluţie 
a sistemului în (a, b]; această soluţie poate fi prelungită pentru îi > b 
luînd ca punct iniţial pe b şi ca valoare inițială pe e(b — 0). 
Rezultă de aici că o soluţie poate fi prelungită atît timp cît nu pără- 
sește domeniul D. 


$ 5. TEOREMELE DE CONTINUITATE ŞI DE DERIVABILITATE 
ÎN RAPORT CU CONDIȚIILE INIȚIALE 


În cele ce urmează vom nota cu z(t; to» 2) soluţia sistemului (1) 
care pentru îi = ti, ia valoarea z,. 

TEOREMA 0.3. Dacă |f(i, 2) — f(t, 2) | < (d) | — za | în D> 
atunci din 2,—> 2 rezuliă z(t; to; 2) at; to; Do). 

Demonstraţie. Avem 


x(t ; lo 3 2%) = z +] fs, L(s ; lo» 4] ds, 
la 


ri 
Li; to; Lo) = o ii fls, as; to» Lo)lds. 
si 
Rezultă, pentru î > to, 


A 
ct; to 2) — 25 to 2) <a kh fs sto 2) — 
to 


/ 
— f[s, (8; tos £o)]l |ds <lz, —dl|+ | k(s) |a(s ; to, 21) — 28 ; to») | ds- 
+ lo 


Aplicînd lema 0.6 (consecinţa 2) rezultă 
k(3)A8 
alt; tos 2) — alt; tos 2) ISla—ale” 
şi teorema e demonstrată. 


Observaţie. Din demonstraţie rezultă că are loe eonvergența uni- 
formă în raport cu t pe orice interval (a, b) pe care soluţiile sînt definite. 
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Să presupunem acum că f(î, 2) este diferenţiabilă în D, pentru 
4€ 1. Aceasta înseamnă că pentru orice x, € D, t€ 1 are loc relaţia 


fi, 2) — ft, 20) = felt, 2) (2 — o) + o(lz — a |). 


Să considerăm acum o soluţie z(t; to, 4) situată în D pentru t€l. 

TEOREMA 0.4. Dacă f este diferențiabilă în D pentru ISI și 
(1; to; Co) estepentru t € I situată în D, atunci x(t'; to» 29) este diferenţiabilă 
Oz(t ; lo» o) 


în rapori cu Xe și 
0 29 


este o matrice fundamentală de soluții a sis- 


iemului liniar 
dy Oficii îns), 
d! Oz 
numit sistemul în variaţii corespuneător toluției x; to, 15). 
Demonstraţie. Fie x, astfel ca soluţia z(t; to, 1) să se afle pentru 
ie I în D. Fie Y(t, tş) o matrice fundamentală a sistemului în variaţii, 
cu alte cuvinte o matrice ale cărei coloane sînt soluţii ale sistemului în 
variaţii astfel ca Y(îo, lo) = E, E fiind matricea unitate. 
Atunci, evident, Y(î, î0) (24 — %) va fi o soluţie a sistemului în varia- 
ţii care pentru ! = î, coincide cu 2, — do. 
Avem relaţiile 


/ 

Z(!; lo» o) = do + fls, a(s; to; 2o)]lds, 
. lo 
l 

z(t; to 2) = + | f[s, a(s ; to, 2)]ds, 
AA 


A O i 
Y (î, î6) (n — 20) = a — a + AÎls, 45; tos 2o)] = ee Col sai (ai alai 
to 


Rezultă de aici 
(i; to; 2) — X(t; to; Za) — Y(d, to) (2 — o) = 


=( [re z(s; to» 2)] — ls, z(s; to; 2o)] — 


sila 
__ O fs, z(s; tos %o)] Y(s, 1 
0 a 
Ținînd seama de ipoteza asupra diferenţiabilităţii funcţiei f deducem 
DI; to; 2) — alt; to; o) — Ft, tota — 2) = 


= ) LR, z(S ; to; Co)lla (8; to; 21) — (Ss; to; 20) — (5; to) (21 — Lo)lds+ 


0) (2 — Zo) ds. 


ț 
+4 o(| z(s; lo» ZX) Si X(s ; lo» 29) |)ds. 
. lo 
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Pe baza relaţiei din teorema 0.3 rezultă 


$, k(s)d8 
0 


|z(8; top 2) — (8; to; do) |<e |, — %ol 


deci 
o(|lz(s; to, 2) — z(s; to; %o)]) = o(lz — zel) 
pentru t fixat. 
Prin urmare 


lz(?; to 2)— (d; to» Co) — Ft, to)(zi— o) | < 
ţ 
<| k(s) | z(s; to; 2) — (8; to; o) — F(s; to) (21 — 20) |ds +o(z,—29) 
«lo 


deci, pe baza lemei 0.6, 


| lat; tos Za) — 2; tos Co) — F(t, to) (2 — 20) | =o(lz —% |) 
şi teorema este demonstrată. 
Se demonstrează o teoremă analogă cu privire la derivabilitatea 
în raport cu , şi în general în raport cu parametrii. 


COMENTARII BIBLIOGRAFICE 


Pentru teoria generală a ecuaţiilor diferenţiale pot fi consultate, 
în traducere în limba romînă [1], [2]. De asemenea, teoria generală a 
ecuaţiilor diferenţiale este expusă într-o formă asemănătoare cu cea de 
aici în monografiile [3], [4], [5], [6]. Noţiunile relative la inegalităţile 
diferențiale sînt date în [7]. 


CAPITOLUL | 


TEORIA STABILITĂȚII DUPĂ LIAPUNOV 


Teorema generală 0.3 asupra dependenţei continue în raport cu 
condiţiile iniţiale arată că problema determinării soluţiei prin condiţii 
iniţiale este corect pusă, are un sens îizic. 

ntr-adevăr, practic, condiţiile iniţiale se determină prin măsurători 
şi orice măsurătoare nu poate fi decît aproximativă. Continuitatea în raport 
cu condiţiile iniţiale exprimă tocmai faptul că aceste erori de măsurătoare 
nu se răsfrîing prea grav asupra soluţiei, iar lema 0.7 arată că ele nu se 
răsfrîng prea grav nici asupra soluţiilor aproximative, cu alte cuvinte, dacă 
se dă o eroare < admisă pentru soluţie, există 5 >0 astfel încît dacă eroarea 
la stabilirea condiţiilor iniţiale este mai mică decît 5 sintem siguri că 


A . E Lă e 9] L. e. L. [.] . . 
eroarea în orice î soluţie construită cu aceste condiţii iniţiale este mai 


mică decit e. 

Trebuie însă subliniat că această proprietate este stabilită pe un in- 
terval finit (a, b) de variaţie alui i; 5 depinde de mărimea acestui interval 
şi scade cînd mărimea intervalului crește. Rezultă că o soluţie va avea în 
realitate caracter fizic numai dacă pentru intervale de mărime destul de 
mare, 8 este destul de mare, de ordinul erorilor de măsurătoare. Un mod 
de a realiza aceasta constă în a cere ca 5 să nu depindă de mărimea inter- 
valului considerat. Ajungem astfel la noţiunea de stabilitate în sensul lui 
Liapunov. 

Un alt mod de a ajunge la această noţiune este următorul. Considerăm 
o soluţie a sistemului care descrie desfăşurarea unui anumit fenomen. Să 
presupunem că în desfăşurarea fenomenului au intervenit perturbații de 
scurtă durată care nu pot fi cunoscute exact şi deci nu pot fi luate în seamă 
în studiul matematic al fenomenului. După ce aceste perturbații şi-au în- 
cetat acţiunea, fenomenul va îi descris de acelaşi sistem de ecuaţii diieren- 
ţiale ca şi înainte de apariţia lor. Ce s-a petrecut însă ? Sub influenţa per- 
turbaţiilor, fenomenul a fost modificat, deci valoarea corespunzătoare 
momentului cînd perturbațiile îşi încetează acţiunea va îi alta decit aceea 
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dată de soluţia considerată la început. Rezultă că după încetarea ac- 
ţiunii perturbaţiilor fenomenul va fi descris de altă soluţie decit cea cu care 
am plecat. Cu alte cuvinte efectul unor perturbații de durată scurtă constă 


turbaţiile îşi încetează acţiunea. Cum în orice model matematic al fenome- 
nelor naturale se neglijează asemenea perturbații, pentru ca fenomenul să 
fie corect descris şi soluţia matematică să aibă sens fizic este necesar ca 
modificări mici ale condiţiilor inițiale să nu aibă efecte prea mari asupra 
soluţiei. Această condiţie este întotdeauna asigurată pe un interval dat 
(a, b) de teorema de continuitate în raport cu condiţiile iniţiale. Aceleaşi 
raționamente ca mai înainte ne fac să considerăm necesară independența 
lui $ de mărimea intervalului şi ne conduc astiel la noţiunea de stabili: 
tate a soluţiei. 


$ 1. TEOREME ASUPRA STABILITĂȚII ȘI STABILITĂȚII UNIFORME 


Să trecem acum la definiţia precisă a stabilităţii. Considerăm sistemul 
da 
— = e l 
FF FU, 2) (1) 


şi fie 2 (4) o soluţie a sistemului definită pentru î > de. 

DEFINIȚIE. Vom spune că soluția (1) este stabilă dacă pentru orice 
e > 0 există 8(e; to) astfel încât dacă |, — ă(9)| < 5 să rezulte 
Iz(t; to; o) — 2(t)] <e pentru t> to. 

Există împrejurări în care nu toate soluţiile unui sistem de ecuaţii 
diferențiale au semnificaţie fizică. Este evident că în asemenea împrejurări 
nu ne interesează ca toate soluţiile cu condiţii inițiale apropiate de cele ale 
soluţiei z(t) să rămînă în vecinătatea acestei soluţii ; este suficient ca aceas- 
tă proprietate să aibă loc numai pentru soluţiile care au sens fizic. Ajungem 
astiel la următoarea precizare a noţiunii de stabilitate. 


DEFINIȚIE. Vom spune că soluţia ă(t) este stabilă relativ la o mulţime 
M de soluţii dacă pentru orice e > 0 există 8(e; ty) astfel încât dacă 
| — £(t9) | < 5 şi soluţia z(t; to, 20) aparține multimii M să rezulte 
|z(t; to» 20) — ă(t) [Ce pentru tt. 

Dacă (ti) este soluţia a cărei stabilitate o studiem (subliniem cu 
acest prilej faptul că întotdeauna este vorba despre stabilitatea unei anu- 
mile soluții, pe care o presupunem cunoscută), prin schimbarea de varia- 
bile y = a — ă(t) putem reduce întotdeauna problema la studiul stabilităţii 
soluției y = 0. Într-adevăr, obţinem 


dy _dz dz _ mu (0) = 20) 103 (0) — 
Zid iati da fii, 2) — fu 2 (0) = fii, y +20) — fu (0) = F(t, y) 
dy 


şi noul sistem în = F(t, y) admite soluţia y = 0 corespunzătoare soluţiei 
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z = (i). Condiţia | z(0) — 2 |< 8 revine la |y, | <3iar at; to; 20) — 
— z(t) |<e revine la |y(f, to; Yo)l| e. 

Liapunov a numit sistemul obţinut pe această cale sistemul de ecua- 
ţii al mișcării perturbate ; sensul acestei denumiri stă în faptul că noile 
necunoscute y reprezintă de fapt perturbațiile suferite de mişcarea z(t). 
Prin trecerea la sistemul de ecuaţii al mișcării perturbate se poate spune 
că stabilitatea mişcării se reduce la studiul stabilităţii echilibrului. 

În tot ceea ce urmează vom considera numai problema stabilităţii 
soluţiei banale z =0. 

TEOREMA 1.1. Presupunem că există o funcţie V[i, 2), definită pentru 
t> 0, |ze | SS 89, continuă şi cu proprietățile: 

a) V(i, 0)=0; 

b) V(t, z)a(|z |), unde a(r) este continuă, monoton crescătoare 
şi a (0)=0; 

c) V*(î) = V(, z(t)) este monoton descrescătoare oricare ar fi soluția 
z(î) a sistemului (1) cu |z(to) |< 5; 

Atunci soluția x = 0 a sistemului este stabilă. 

Demonstraţie. Fie. 3, > e > 0 dat şi 3(e; 0) astfel ales încît |, |< 
< 8să implice V(i,; 29) < a(2); asemenea alegere este posibilă deoarece 
V(o; 0) = O şi V(to, 2)e continuă. 

Fie 4 cu |z|< 5; considerăm soluţia (1; to, 20). 

Funcţia V*(t)=V(i,z (î; to; 0o)) este prin ipoteză monoton descres- 
cătoare, deci 

V*(t) < V(ta) i V(ta; r(to; lo» 20)) zi V(to, To). 
Rezultă 
a(|z(t; to, 2) |) SV, zi; to; 2o)) SV(t, 20) < a(e). 
Deoarece a(r) este monoton crescătoare, de aici rezultă | z(t; î, 2)| <e 


pentru orice t > t,, deci soluţia rămîne în domeniul |z|-< 5, unde Ve 
definită ; teorema e demonstrată. 


Observaţii. 1) Dacă V este diferenţiabilă, funcţia V *(t) este derivabilă 
Şi avem 


dV* _9V OV dr 0V OV 
Die apa oteri jiru ——> fb 2) 
d! Qt dx di 0 (NE 
deoarece z este soluţia sistemului de ecuaţii diferenţiale. 
Funcţia 
OV( OV( 
0 0 a 


se numeşte derivata îuncţiei V în virtutea sistemului. Condiţia c) din teo- 
remă este evident satisfăcută dacă V este diferenţiabilă şi W(, z) <o0. 

2) Stabilitatea soluţiei banale implică evident prelungibilitatea pen- 
tru orice î > bt» a soluţiilor cu condiţii iniţiale într-o vecinătate a lui z = 0, 
deoarece faptul că | z(t; în, 29)| < e asigură posibilitatea prelungirii, soluţia 
nepărăsind domeniul relativ la care sînt îndeplinite condiţiile teoremei 
de existenţă. 
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3) Să analizăm modul în care se comportă teorema dacă vrem să 
obţinem numai stabilitatea relativ la o mulțime M de soluţii. Este suficient 
să cerem ca V(t, z(t)) > a(|z(t)]) şi V(t, z(t)) monoton descrescătoare nu- 
mai pentru soluţiile z(ţ) aparţinînd mulţimii M de soluţii ; de asemenea pu- 
tem presupune că funcţia V(t, ) e definită numai în punctele (î, z) de pe 
graficele soluţiilor din M şi e continuă numai în aceste puncte. Teorema se 
va formula în felul următor: 

Presupunem că există o functie V(i, x), definită şi continuă pe înter- 
secția dintre domeniul (i > 0, |z | SC 89) şi reuniunea graficelor soluţiilor 
din M, cu proprietăţile V(t, 0) = 0, V(i, z()) >a(lz(0)]), V(t, z(t)) mono- 
ton descrescătoare pentru orice solutie x(t) din M 

Atunci soluţia banală a sistemului e stabilă relativ la M. 

Noţiunea de stabilitate definită mai sus are dezavantajul că este 
direct legată de momentul iniţial 4, ; valoarea 5 a abaterilor iniţiale admise 
depinde nu numai de abaterea admisă pentru soluţie, ci şi de momentul 
iniţial. Or, dacă ne întoarcem la problema perturbaţiilor cu acţiune de 
scurtă durată, este clar că asemenea perturbații pot apărea în diferite mo- 
mente ale desfăşurării fenomenului şi tocmai aceste momente (mai exact, 
momentele cînd, acţiunea perturbatoare încetează) sînt considerate drept 
momente iniţiale. Pentru ca noţiunea de stabilitate introdusă să aibă va- 
loare fizică este deci de dorit ca perturbațiile iniţiale admise care nu au efect 
dăunător să nu depindă de momentul iniţial. Ajungem astfel la noţiunea 
de stabilitate uniformă. 

DeF:N:ŢIE. Soluția banală z=0 se numeşte uniform stabilă dacă pen- 
tru orice e > 0 există 58(e) > 0 astfel încît dacă || <5 să rezulte 
la(t; to; o) | Ce pentru t> to, oricare ar fi to. 

Se vede că deosebirea faţă de cazul considerat anterior constă în 
independenţa lui 5(e) d 4. 

ŢEOREMA 1.1”. Presupunem că există o funcție VI, z) definită şi con- 
tinuă pentru t > 0, || 8o, cu proprietățile : 

a) V(t, 0) =0. 

b) a(!iz |) < iei z) < i“ Iz |), a(r) şi b(r) fiind continue, monoton 
crescătoare şi a(0) = b(0) = 0 

c) V* (î) = = V(t, z()) este monoton descrescătoare pentru orice soluţie 
z(î) a sistemului cu |z(t) | S 5. 

Atunci soluția « = 0 este uniform stabilă. 

Enunţul corespunzător pentru stabilitatea uniformă relativă la o 
mulțime M de soluţii este imediat. 

Demonstraţie. Fie 0 d < 5 şi 6 =—b 1! [a(e)]; fie cu | |< 5. 
Considerăm soluţia, X(t; to; 2). Funcţia V*(t) = Vii, it; to; 2o)] este 
monoton descrescătoare, deci 


V*(6) <V*(4) = Vito; £(bo; tos %o)]l = V(to; o) S b(l 2 |) <b(5) = 
= d [b-1(a(2))] = a(e). 
Rezultă a(|x(t; to; 20) |) LV"() <at(e) 
deci Iza (î; to; 2) | Ce pentru t>t. 
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TEOREMA 1.2. Dacă soluția banală a sistemului este uniform stabilă, 
ezistă o funcție V(t, z) cu proprietățile din teorema precedentă. 
Demonstraţie. Punem V(t, 2) = sup |z(t + oc;t, z)|. Funcţia V(i, z) 


0>0 
e definită pentru t >0, |z |< 5 =sup 5(e). Din 


lz(t+o; t, z)l<e(lz)), 
unde e(5) este funcţia inversă a funcţiei 5(2) (care poate fi aleasă continuă 
şi monoton crescătoare), rezultă V(i, z) < e(|z |). Mai departe, 
sup |e(t+o;b 2l> lat; 2l=lzi 


deci 
Vi, 2) > la. 
În sfîrşit, fie 


V*(6) = VI, ei; tos 2o)l = SUP z(t + o; t, x[i; to; 2o))l| = 
= sup |z(i+o; os» Zo)l. 
0>0 


Fie t > la, d — LA —— la. Avem 
V*(4) = sup lati +o; to; 2) | =sup |z(b +d+o;t, 2) | = 
0>0 00 


ai SUD Iza + o; to; o) | Sup |z(î + o; to; 2o)|= V*(t2) 


deci V*(!) este monoton descrescătoare. Teorema e demonstrată. 


Să considerăm acum un sistem de forma 


da d 

EȚI = AU, z,y), i = X(L 7,9), (2) 
unde X şi Y sînt definite pentru t>t,|z |LH,yarbitrar (z,y vectori), 
A(I, 0, 0) =0, Y(i, 0, 0)=—0. 

DEFINIȚ:E. Soluția 1 = 0, y = 0 a sistemului se numeşte stabilă în 
rapori cu componentele z dacă pentru orice e > 0 există 5 > 0 (depinzind 
de e şi to, îar în cazul stabilității uniforme numai de e) astfel ca, dacă | 2 | + 
+ [Yo | <ă să rezulte | z(t; to, Zo> Yo) |< e pentru t > te. 

TEOREMA 1.1”. Presupunem că există o funcție VI, z, y) definită 
pentru t> to, le | <H,y arbitrar, cu proprietățile : 

1”, V(1, 0,0) = 0, V(i, z,y)continuă pentru z =0,y =0; 

2, V(i,z, y) >a(lz|)cualr)continuă, monoton crescătoare, a(0) =0 ; 

3. V[i, z(), y(t)]e monoton descrescătoare pentru orice soluție z(1), 
y(t) a sistemului cu |z(t) | <H. 

Atunci soluţia banală a sistemului (2) este stabilă în raport cu compo- 
nentele z. Dacă în plus V(t, z,y) <b(|z|] + 1|y]), unde b(r)e ca în teorema 
1.1”, atunci stabilitatea e uniformă. 

Demonstraţie. Fie < > 0, 5 > 0 ales astfel ca V(î, fos Yo) <a(e) 
dacă | 2 | + ly,| < 5;dacă V(i,z,y) <b(lz |+Iyl)seia 5=b [a(e)]. 
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Considerăm soluţia z(t; to; Zo; Yo); V(t; to; To5Yo) şifuncţia V*(t) = 
= V[i, zii; to; Zo; Yo), Y(t; to» Zo> Yo)l care este prin ipoteză monoton des- 
crescătoare. Rezultă 


a(|z(t; to; Zo> Yo)|) <V"*(t) <V*(t) = V(os, Zos Yo) <a(e), 
deci | z(t; to, Zo; Yo) | <e pentru t >. 


TEOREMA 1.2'. Dacă soluția « = 0, y = 0 a sistemului (2) este uni- 


form stabilă în raport cu componentele z, există o funcţie V(i, z, y) cu toate 
proprietățile din teorema precedentă. 


Demonstraţie. Luăm V(i, z, y) =sup |z(t+o;t, z, y)|. Evident, 
0>0 
V(i, 2, y) <e(lz | + |yl) şi V(t, z,y)> la |. Mai departe, 
V*(i) = VI, at; to; Zos Yo Ylt; to; Do Yo)l = 
= pi 4 z(t+ oc; t, z(t; to; Za; Yo), Vlt; to; Co; Yo)) | = 


= sup |r(t+o; to; do, Vo)l: 
0=0 


V*(4) = pal 4 z(i, + o; to; 203%) | = 
i lat, +d+o; to, 2 90) = 


aan Iz(ta + o; o; o Yo) | < sup | (i + 5; to» o Yo) |= V*(ta), 
deci V*(t) este monoton descrescătoare. 


Să punem în evidenţă cîteva particularităţi ale sistemelor periodice 
în raport cu ţ. Fie deci în sistemul (1) f(i + we, z)=f(t, 2). Atunci o dată cu 
L(t ; to» 2) este soluţie şi z(t + ce ; to; 20). De aici, dacă sistemul (1) înde- 
plineşte condiţiile teoremei de unicitate rezultă 

zi + o; tot o, 20) = 2; to, 20) 
deoarece în ambii membri ai egalităţii avem soluţii ale sistemului (1) şi 
aceste soluţii coincid pentru t = 4. 

PROPOZIȚIA 1. Dacă f(i + w, 2) = f(t, 2), stabilitatea soluţiei banale 
a sistemului (1) este întotdeauna uniformă. 

Demonstraţie. Fie, pentru t, fixat, 5o(t) = sup 5(e, to). 

2>0 
Fie 3 = inf 5 (to); So > Ocăci 8 (î,) poate fi aleasă continuă. 
Oi; Suv 


Pentru 0 < 5 < 8% definim 
e(8) = sup lz(t + o; to; Co)l.- 


Funcţia e( 5) este monoton crescătoare ; fie 5 (e) inversa ei. 
Pentru | 2 | < 5(e) rezultă |z(t; to, 20)|< e pentru orice 0 Lt <o. 
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Pentru i, > 0 arbitrar, avem ko Lt <(k + 1)o, deci 0 Lt — 
—hkho<co şi |; to; Col =|z(t—ko, to — ko, 29) | <e(5) dacă. 
| | < 5, deci |az(t; to, do) | <e dacă |z, | < (e). 

PROPOZIŢIA 2. Dacă f(i + o, 2) = fl(t, 2), functia V(, 2) din teo-. 
rema 1.2" este periodică de perioadă w. 

Demonstraţie. Avem V(t + vw, 2) =sup|z(t+o-+o;jt+o,z)| = 

> 


= sup lat+o; 4, z)| = VU 2). i 


Un caz particular de sisteme periodice îl constituie sistemele în care 
f nu depinde de î. Rezultă că pentru asemenea sisteme stabilitatea este în-. 
totdeauna uniformă şi funcţia V poate fi aleasă independentă de t. 


DEFINIȚIE. Soluţia z(t) a sistemului (1) se numeşte nestabilă dacă 
nu este stabilă. 

Să formulăm acum o teoremă care permite să se recunoască nestabi-. 
litatea soluţiei banale z = 0. 

TEOREMA 1.3. Dacă există o funcție V[i, z) cu proprietățile 

1 |V(t,z)|sSb(lz |), unde b(r) este monoton crescătoare şi continuă ;: 

2” Pentru orice 5 > 0 şi orice ip > 0 există m cu || < 5 astfel ca. 
V(t> 0) <0; 

3” lim sup 

h—0+ 
c(r) este monoton crescătoare și continuă, c(0) = 0, atunci solutia r = 0 a 
sistemului (1) este nestabilă. 

Demonstraţie. Să el d via că soluţia este stabilă. Atunci pentru 
orice e > 0 şi tb > 0 există S5(e, tj) > 0 astfel ca, || <S5să implice 
|lz(t;) to; 20) | <e pentru t >. Alegem pe a, astfel ca | | <5 şi V(to, 20)< 
<0. Din |z|< 5 rezultă |z(t; 6, 20)| <e, deci |V(t, z(t; to; 2o)) | 
<b(|z(t; lo» 0) |) < (e), pentru orice t > tb. Din condiţia, 3 rezultă în 
particular că V(i,-x(t; to, 2)) este monoton descrescătoare, deci pentru 
orice î >, rezultă Vi, (1; to; 2o)) SV(to; 20)<0, deci |V(t, zi; to; 20) | > 
> IV (imp 20) |, deci b(lzi; în, zl) >IV (5, zi) ldecil zi; te, za) > 
>b 1 (| V (to; 20)]). Din condiţia 3* rezultă 


E RD ORL ant Ba Lia ML 0 Aa A (Rl Ma 3 DE N RI Oe e e 
R=>0+ h 

deci 

A 
Vi ati; îns 2)) < Vita, 2) —b (latu în, 20) I) du. 

. to 

Din 

lz(t; to; 2o)l > 871 (Vito, 20)]) 
rezultă 
c(|z(t; to; o) 1) > e[b (|V (to, 20)1)] 
deci 


V(i, at; tos 20)) < V(to, 20) — (tt — îo)e [b1(1|V(to, 2) |]: 
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Dar aceasta înseamnă că 
lim Vii, a; lo» 29)) = — oo, 
E -] 


ceea, ce contrazice faptul că 
|V(, z(t; to; 2o))| <b(e). 


Observaţie. Analizind demonstraţia se vede că existența unei funcţii 
V cu proprietăţile din enunţ implică o nestabilitate foarte puternică: 
pentru orice e > 0, orice i, > 0 şi orice 5 > 0 există z cu | |<S5şi 
T > t astfel ca |z (T; to, 2)! >. 


$ 2. STABILITATEA ASIMPTOTICĂ 


De multe ori nu este suficient faptul că perturbațiile cu acţiune de 
scurtă durată nu duc la perturbații mari ale soluţiei ci natura problemei 
cere ca efectul acestor perturbații să se amortizeze, să dispară după un 
interval destul de mare de variaţie a lui î. Astfel se ajunge la noţiunea 
de stabilitate asimptotică pe care o vom defini în cele ce urmează. 

DEFINIȚ:E. Soluţia z = 0 se numește asimpl tic stabilă dacă e sta- 
bilă și în plus există 5 (to)> O cu proprietatea că dacă | |< 89 avem 


lim art; to; 2o)l|=0. 
t— ao 


Soluţia x = 0 se numeşte uniform asimptotic stabilă dacă există 59 > 
> 0 și funcțiile 8(e) și T(e) cu proprietatea că | | <5 implică |alt ; to, o) | < 
< e pentru î > to îarlro |< So; t> to + T(e) implică |at; to, Zo)|e. 

Stabilitatea asimptotică uniformă revine la stabilitatea uniformă 
şi la lim a(t; to; 29) = 0 uniform în raport cu to şi 20 (to > 0, lol < 5%). 

i— co 


PROPOZIŢIE. Dacă |f(t, 2.) — fit, zl <k() la — alin tit > 0, 
ţ 
lz|<Hși ( k(s)ds = O (î — î0), atunci existența funcției T(e) este sufici- 


entă pentru stabilitatea asimptotică uniformă. 

Într-adevăr, fie e > 0, (e) valoarea corespunzătoare ; alegem pe 
(e) astfel încît |z, |< 5 să implice |a(t; to, 20)| < e pentru te Lt St + 
+ T. Asemenea alegere este posibilă pe baza lemei 0.7 luînd e, = 
= at; lo; o), pa = 0, a = ca =0. 

Obţinem 


lo 
lat; to, 20) | < 3e 
Şi deci 
îl 


K(u)du 
d < se 


2 k] 
) 


ţinînd seama de proprietatea impusă lui k(u) rezultă că 5 depinde numai 
de e. 
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TEOREMA 1.4. Presupunem că există o funcţie V(t, 2) definită pentru 
i > to; |z|ss H continuă și cu proprietăţile: 


a) V(i, 0) =0; 
b) V(t, 2) > a(|z]), a(0) =0, a(r) continuă și monoton crescătoare ; 
TR OALA isi Al Amaltea A E Ra Ca IAA 
h—0+ h 
< — ce [V(L, at; lo» 2o))l, 


unde c(r) este continuă și monoton crescătoare, c (0) = 0. 
Atunci soluţia x == 0 este asimptotic stabilă. 


Demonstraţie. Pe baza teoremei 1.1. soluţia este stabilă. Din ipoteză 
V[i, «i; to; 20)] rezultă monoton descrescătoare, deci există 


Va = lim V[i, at; to; Co)l- 


to 


Dacă V, =£ 0, avem c(VJ)=£ 0 şi cum e(r) e monotonă, 


ecLVI(L, zit; to; 2))] > ce(Vo), 


deci 
—c[V(t, zi(t; to; 20))] <—c(Vo) 
deci 
lim sup Vi sie h, a (î + h los za. Sei V (i, x; lo; %0)] Reg — e(V4). 
h0+ 


Integrînd rezultă 
V[t, at; to; 20)] — V(to Za) S —0(Vo)(t— to) 
deci V[t, z(t; to; 29)] tinde către —oco cînd î —> co, ceea ce contrazice fap- 
tul că 
V[i, alt; to; Zo)l>a(lzt; to; 2o)l): 
Rezultă V,=0 şi din V[i, zi; to, 2o)]->0 rezultă a( |z(t; to; 20)]) > 0 


deci |z(t; to; 2o)|> 0cînd t— co şi teorema e demonstrată. 
Observaţii. 1) Considerăm sistemul 


dr d 
E piimuaa AL, L, = Y(t, cz, y), A(t,0, 0) 20, Y(î, 0, 0)=0. 


Presupunem că există V(t, z, y) continuă şi cu V(î, z,y)>a(l|zl]), 
V(t, 0, 0) =0, 
i ag PE An a dă DR eo A e e Ni Ap) e 
h>0-+ 


SS — c[V(t. zi; to; Zo Yo), U(t; to; o; Yo))l- 


28 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENŢIALE 


Atunci soluţia z = 0, y = 0 este asimptotic stabilă în raport cu com- 
ponentele z. 
Într-adevăr, demonstraţia decurge ca mai sus şi se deduce 
lim Vi, at; to» o Yo V(t; tos Do Y0)l] = 0 
şi deci 
i alt; to o Y0)])=0 
deci 
lim |(t; fo Po Yo) =0. 
l— oo 
2) Se vede de asemenea uşor că atît definiţia stabilităţii asimptotice 
cît şi întreaga teoremă se pot relativiza la o mulțime M de soluţii. 
TEOREMA 1.5. Presupunem că există o funcție V (i, 1) cu proprie- 
tățale : 
a(|z|)<V(ia)sbilz)), 
Îi; [t+h,z(t+ hsto %)l — Vi, et; to» 2o)] 
R30+ h 
< — ce(l(z (ti to 2o)l). 
Atunci, soluţia banală a sistemului este uniform asimptotic stabilă. 


Demonstraţie. Fie « > 0, 5(e) <b “1[a(e)]; dacă |z| < 8 (e)re- 
zultă 


< 


a (|z (€; top, 2o)|) <Y [î, z(t; to» 2o)l] SV (to; 2) S 
< b(l2|) < b(5) < a (e) 

deci |z (î; to; 20)| Ce pentru t>t. | ai | 

Fie |z| < H domeniul în care sînt îndeplinite condițiile din enunţ, 
3, = 5 (2), 1(e) = i Fie || < 5. Să presupunem că pe 

C e 
[to;to + T] am avea |z(t; to; 2)]| > 8 (e). Atunci 
lim RL, [t-+-h; (th; to; o)] — VIt; alt; lo» do) < — e[5(e)] 

h=0+ h 

pentru t€ [to,to + 7]şi integrînd 
VI[t, et; to; 2o)]—Vlto» 2o] < — e[3(€)] (t — to), 

VI, z(t; to; 20)] S V[ios 20] —c[3(2)] (t—to) < b(50)—e[8(5)] (t—te). 

Pentru t=t9+'7 se capălă 

VIt, x(t; to, 2o)] Sb (5)—e[5(e)]7T = 0, 

ceea, ce este contradictoriu. Rezultă că există ti E[to, to + 1] astiel ca, 
|z(î. 3 to Zo)| <8 (e)deci |e(t; to, 2o)|] <e pentru t >t,, deci în orice caz. 
pentru t>to+7(e). 

Observaţii. 1) Dacă 


lim a(r) == lim b(r), 
Y— 90 T— 90 
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atunci 
€— oo 
i dacă proprietăţile din enunţ au loc pentru toţi z rezultă şi 3,=co. 
n acest caz spunem că avem de-a face cu stabilitatea în mare. 
2) Ca mai sus se vede că dacă sîntem în situația din observaţia 1) 
de la teorema precedentă şi îuncția V(£, z, y) verifică condiţiile 


a(|z]) <V(t,z,y)<olzl+ly]), 


lim sup VIE + h, (th; to, o» Yo W(i-th; to; os Vo )]—VIL, it ; to.2o Vo). (ti; to o» Yo)] < 
h=0+ h 


< — e (|z(t;to, Zoo) Fly (to Zoo Yo)l), 


atunci are loc stabilitatea uniformă în raport cu componentele z. În- 


tr-adevăr, ca în demonstraţia teoremei se arată că există t, € [îo; to + T] 
astfel încît 


le (î.5 to Zoo Yo) + YU (hi to; o Yo)| <38(e) 


şi apoi totul rezultă din proprietatea lui 5 (e). 

3) In problemele practice este de mare importanţă evaluarea nu- 
merelor 5 (e), 3, 7 (e). Să observăm că din demonstraţia teoremei re- 
zultă că dacă avem la îndemiînă funcţia V (î, 2) şi funcţiile a (7), b (7), e(r), 
putem lua 5 (e) = b-1 [a (e)], 3 = 5(H)(şicînd Ve definită pentru orice 


2, d, =lim 3(c)=81[a(c0)]), P(e) = bel. 
e—ao c [5 (e) 
Să facem acum citeva observaţii în legătură cu stabilitatea asimp- 
totică uniformă. 
1 În definiţia stabilităţii asimptotice uniforme intervin funcţiile 
9 (e) şi 7 (e). Să arătăm că aceste funcţii pot fi alese continue şi monotone. 
Demonstraţie. Fie e, un şir pozitiv, monoton, tinzind la zero, 


d, (e) = sup 5 (4) pentru cs, Le Ce; || <5 (e) implică 


| z(t ;to; 20) | < cnsa Ce pentru t > to. Definim pe 5* (e) liniară în (esa, e] 
ȘI 0" (ep) = di (ea), 8" (e) = 3 (ema). Cum due) <ă(e,) 
(căci 5, (<,) a fost definită ca margine superioară a mulţimii numerelor 
cu proprietatea că |z,| < 5 implică |z(t; to; 2o)| <e,) şi în plus 
$,(e,) > 0 cînd n —co, rezultă că 5, (e„+1) = 8 (e,) numai pe porţiuni 
finite ale şirului, pe care le putem suprima, astfel încît 5, (e,) şi deci 5*(e) 
să fie strict monoton crescătoare. Funcţia 5"(e) va fi continuă, strict 
crescătoare, 5*(0) = 0 şi |%| < 5"(e) implică |z,| < 8"(e,) = 5, (ep) 
(esa e Ce,) deci |z (£; în; o) | C epsa Se, deci 8'(e) are toate 
proprietăţile cerute. 

Analog, fie 7, (e) = int T (e„+a) pentru ei S e Se,; |%ol| < 5 


şi > + 7 (e) implică Ie (î; to, 29)| < era Se. Definim pe Z*(e) 
liniară în [e,+a, <,] Și 1” (Ema) = Za (en), T* (4) = Ta (enua). Cum 
T, (41) > Ti (e) (căci 7, (€,) a fost definită ca margine inferioară a nu- 
merelor 7 cu proprietatea că t > tp + 7 implică |z(t; to; Zo)l| Ce şi 
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T, (4+.) are această proprietate) și lim 7, (<,) = oo, egalitatea 7, (<,+1)= 
n— 90 

= T, (e) poate avea loc numai pe porţiuni finite ale şirului pe care le putea. 

suprima. 

Funcţia 7*(e) e monoton descrescătoare, continuă, lim T* (e) = co 

.—0 
şi t>to+ T* (e) implică tot + 1" (e,) =t0 + 7, (ep) deci 
lz(î; to do) | < En+1 < e, dacă esa Se Ce,. 

2” Fie e (6) inversa funcţiei 5 (e) şi n (7) inversa funcţiei 7 (m); 
avem |z (î; o» 2)| <e(lz|) pentrut >, |lz(î; o; 2o)l <n(t—to) 
pentru î > to, |Zol < 8. Deaici rezultă |z (î; to, za) [2 < e (|) n(t—to) 
pentru  |zo| < 8, t > CR Prin urmare stabilitatea asimptotică uniformă 
este echivalentă cu existența a două funcţii x (7) şi v (7), prima monoton 
crescătoare, a doua monoton descrescătoare, astfel încît 


la (£; to; 2o)| Sax (lo )y(t—t). 


3” Dacă x (r) este liniară şi |f(t, 2)| <L(r) |z| pentru |z| <r, 
stabilitatea este exponențială, adică există constante « > 0, şi B >0 
astiel ca 


lz(î; to; Dol Be % lZo |. 


Construim o funcţie Liapunov cu formula 


t4+-T 
Vin=l leii mlar. 
.t 


Avem 
a (î; to; Zo)l <klzly(0), 
deci 
lz (7; t, 2)l <kyV(0)]z| pentru r>t, deci 


Vi 2) <î 2 42 (0) je [2 dz = 72 y2 (0) |el2. 


Mai departe, 
d 


a2liib = atit 2) 


(2550, zle;t0) = (ei, ft: 2), 
Ț 


deci 


1 d a (șî, d)l?=(e(r;t, o), fl, elr;t, 2). 
2 dr 


Dacă |z| <r, rezultă 


az (e; 2)| Sky, 
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Şi 
If (, (7 t, 2))| SL (7) lz (7; l, z)|. 
De aici 
alei | <Lrlzt;t ok, 
d, = x 
î |z(7; î, 2)|2> —2L(r), |e(rt, 0)? >e Pr |alz, 
T 
Rezultă 
t4+-T T 
Vi, > lol e-zzroro as = 2124 e- 2L(r+ da. 
.t 0 
În definitiv 
«(7)|a|: <V (i, 2) <B(7) |zh?. 
Mai departe, 


+7 4+ 7 
V[i, z(t; to 2o)l] = ( za (rc; t, ct; to; 2o))|2 dr = | Iz(7 ; tos 0o)l2 dr 
AU 


.t 


d 
zid E (î3 to 2o)] = |r(t+ Tito Lol? —|e(t; tos 2o)|2 = 


=(|z(t+ 736 z(6; tos 2o))—| at; to 20) |) (lz(t+7 3 to 20) + lt to» 20)]) S 
<(&y(7)lz(î; te 2)l— 2 (îi; to» 2) le (+7 to 2) l+ le (î3 to 2)])- 

Alegem pe 7 suficient de mare astiel ca y (7) < a deci k VD< a 
rezultă 


d l 
EP V (i, zi; to o) < la (£5 too Zo)] (|z(t+ 7; to» 2o)]+lz(t to 20) |) 
i Pi 
< as | (£; to» Lo). 


Din existenţa funcţiei V (î, z) cu proprietăţile stabilite, rezultă, 
imediat stabilitatea exponențială. Din 


Viz(t;to 2) <B(7) |z(t; to, Zo)l2 
rezultă 


1 
— | (l;lo to)! Sos lb £ (t; to» 00), 


deci 


—V (î, 2(t; tos 2o)) S — Vi, z(t; to 2o))- 


a 
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De aici 


1 
a (£) | (î3 to co) 2 <Y (6, zise 20) <Y (o ao)e E "< 


(t— to) 


1 
<B(D)labe %0 
Rezultă în definitiv 


1 
ya 0) 
765 to 2) P< pipe 3" ja 
sau 
z (î; to, 2 B(T)e EUL a 
206; to 20) <| De 2, 


4” Din cele demonstrate la punctul precedent rezultă că dacă f (î, z) 
e omogenă în z de gradul întîi, atunci stabilitatea asimptotică uniformă 
implică stabilitatea a 

Într-adevăr, dacă f (t, z) e omogenă în z de gradul întîi, rezultă 
că z (1; în, ko) =—Fk (to; Co); în ambii membri ai egalităţii avem 
soluţii ale ecuaţiei și aceste soluţii coincid pentru t=t. Într-adevăr 


d d 
fEpiala Au 29) = a Pau sto» Do) = 


=Hf(t, zi; to do))=fit,kz(t; to» 1o)). 
Rezultă 


jz (£; to; ko) = |k| |lz(t; to» Zo)l SC FE x(lzo)Vv(t—t), 
deci 


lz(t; to; %o)|= |z(t; n gel e 3) < < al X (50) V(t — to), 
39 39 


deci 


rar 
0 


ceea ce arată că x (r) poate fi luată liniară. 

n particular, dacă f(î, 2) = A (î)z condiţia de omogeneitate e 
îndeplinită şi obţinem teorema lui Persidski: la sistemele liniare stabili- 
tatea asimptotică uniformă implică stabilitatea exponențială. 

5” Să arătăm că dacă f(, z) este periodică în 1 cu perioadă vw, 
f(t+ o, 2) = fl, 2), stabilitatea asimptotică este întotdeauna uni- 
formă. 

Stabilitatea uniformă a fost pusă în evidenţă anterior. Să luăm 
o (7) = sup |r(lo-+ru; to 2o)] pentru u >r7, Oct So, || <r. 
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Funcţia z (în + u; to; 20) e periodică în i;, continuă şi deci marginea su- 
perioară construită este de fapt margine superioară pe toată axa te. 

Evident, o (7) este monoton descrescătoare ; inversa ei este funcţia, 
T (e) din definiţia stabilităţii asimptotice uniforme. 


Vom stabili acum teorema de existență a funcţiei Liapunov în cazul 
stabilităţii asimptotice uniforme. Există în momentul de față diferite 
procedee de construcţie a funcţiei Liapunov. Printre acestea vom alege 
pe cel dat recent de Massera ca fiind cel mai simplu. 


TEOREMA 1.6. Dacă soluţia banală a sistemului este uniform asimptotic 
stabilă, există o funcție V (i, z) cu toate proprietăţile din teorema 1.4. 

Demonstraţie. Fie G (r) cu G (0) = 0, G' (0) =0, G(r)>0,G"'(r)> 
> 0 şi a > 1. Notăm g(r) = GQ" (r). Atunci 


G (r) = N dul e (9) do ; «(7 = aug) dv. 


0 OC „0 
CI), : 

Punem u=—; se capătă 
O 

% 


a[-) = 10 ao(” ş (2) do < si dw | g (2) do = a (r). 


« O e O 


l+ ao 


V (î, 2) = sup ţ t, ; 
(67)= sup (|z(t + 5:50) 


pentru o = 0 se capătă G(|z|]) deci V(t, 2) > G (|z]). Fie e (5) func- 
ţia inversă a lui 5 (e). Avem 


1 
z(6 + o; î,2)l<e(lz)), G(lz(t+o;t,0))<G(e(lz])), aria 
<eci 


V(î, a) saGle(lz]). 


i 1 
Pentru co > T(e)avem |z(t+o;t,z)| <e, deci dacă o > 7( zi) 
O 


1 
rezultă | (t+;t, <a deci G (|r(î + c;t, z)|) <e|zlei) Şi 
ed 


l-+ ao 


/ ţ, 
G(|z(t+o;t, 2)]) rue 


< «6 (alei) <G(lz)<Ytia). 
O% 
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Rezultă 
V(t, 2)= sup G(lzţt + o;t,2)]) 


oSosST (=! z .) 


e 


şi deoarece funcţia este continuă există un punct o, în care marginea su- 
perioară este atinsă. Putem deci scrie 


l+ ao 
V (i, c)=Gi(lzti > t, 2) |) ———. 
(4, 2) (|z(t+a; tt PT 3 
Fie z = z(î; to; 20), £* = z(t+Rhyt, 2). Avem 
Ph, e) =0(latrh+ro*; th, 0) |) IF = 
l + o* 
l+ac” 


= G t+h a A - 
(|a(t+h-+o 7)|) Lg 


Notăm o* + h — oc. Avem 


V(t+h,z")=G(|z(i+o; 2) IE = 
l-+ ac (a — 1) h | 
t+oc;t, | |: 
Gai oi D Ea — a 
Într-adevăr, 
Ei d (a — 1) h = l+ac ah — h _ 
l+o (1 + o*)(1 + «o) l-+o (1+oc)(1+o*) 


l+o*-+oac-t+aoo' —ah-+h __ l+o" +a" tac +h 
N (+ o)(1+o%) E (1+o)(1+o*) E 
_l+o+ac” (l+o) _l-+oao 
(rol +ro*)  1+o* 
Rezultă 
(a — 1) h 
(1+o")(1+ ao) 
(a —1)hV (i, 2) 
(1+ o")(1 + ao) 


V(t+h,z*)<V 6 2)| 1— Eee V (1, 2) — 


deci 
V(t+nh, a") — V (i, z) a (a bDV (î, TD). 
d  Uo)(l-+ao) 
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Avem << Tula) 0 < o i ir) Rate deci 
O „O 


V(i+h, z)—Vi, z) 
h 


(a — 1) V (6, 2) 


ŞT — I 
[Ri ia Ji: ah ale + a 
a a 


Rezultă de aici 


lim sup V[it+h, z(t+h; to» 2) — Vi, zit;to; 2o)l E 


h—>0+ h 


Pe (a — 1) G (| (£; to,20)l]) 


+ 7( iei 21) + Tolo 2)1)) 
Am folosit faptul că 
D= (ir h;t, = (tri, e(i;to o) = zi(t+Rh; to, 2%), 


Vi, cz) >Gi(lz]), lim |z|= |z(t; în; 2)l şi T(e=) e continuă. 
h—> 0 


În definitiv am arătat că V (î, z) verifică toate condiţiile din teo- 
rema 1.4. 


În cele ce urmează vom studia proprietăţile de regularitate ale func- 
ției V(î, 2). 


Vom presupune că f (î, z) are următoarea proprietate : pentru orice 
pereche z, şi z,cu |a,| <A, |z,|] Sh, 


If (i, T) — fii 2) | < IA (£) | IL — Za | . 
Pe baza lemei 0.7 rezultă că pentru orice pereche de soluţii z (7 ; î, 21), 
&(; to; 22) care rămin în |z| sh avem 
| | Lu ) ds 
a (t; to; 2) — Lit; to da) Sl —zl e” 
Am văzut mai înainte că 


l A+ ao, 


V(i, v)=Q ţ i, 
(î, 2) (la (î+ a, CI ae 


» unde 0 <o, < (zi); 
O 


Fie acum x, şi z, astfel ca |z,| < 58(h), |z,]| <5(h); atunci so- 
luţiile z (£; to, 2.) şi et; to; Z2) rămîn în || <h. Notăm 


1 1 
O O 
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Avem 


Cid (co ae ) ji E Ea 6 G(|e(t+a,;t, za < 


l-+o G, 


Ca (r)|lz(t+ a; î, 2)l —lz(t+ o; t, Za)l|, 


r, fiind cuprins între |z (t + c,; î, 2)| şile(t+ ot, 22)ldeci 0 <r<B. 


Cum G' (r) e monotonă, rezultă G (r) <G' (n). 


Rezultă 
1 
| (GU z(t tat) D—G(lz(t + c.;t, 2))) pa < 
+7, 
L, (8) ds 
a (n) d "oua. 
Deci 
Pi i tu 1 + ao, 
—aG'(h)e la, —z2|+G(lz(t+a; î; 2)l) < 
l-+ o 
1 + «o, 
<G l+ osti, . 
<G(|z(t+a; b 22)l) Ei 
De aici 
tă L, (5) ds ii KI a 64 
—a('(h) e Zi — Bal +V (tz) SG(|a(t+ at, 22)])-——— Ss 
l+ao, 
SV (6 2). 
Prin urmare 
+7 
Y LI, (5) ds 
V (i, 2.) —V (6,22) <a (h)e E — el. 
Aceleaşi calcule dau 
Și  1(e) da 
V(î,2)— Vita) LaeG'(h)e E — Cal. 
Fie 
T = max (7, 1,). 
Rezultă 
je 
Ș ţ Ls) ds , 
IV (î,2)— Vii, a)l <aG' (h)e 2, — Zal 
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sau 
IV, 2) VE, a) Mt, r)la — Za 
pentru r < |z,| <5(h), r<|z,]| <5(h), 10, 
+7 (2 CA 
| L,, (e) ds 


M (4; i,r)=caG'(h)et 


Dacă L, este constantă, sau dacă are proprietatea 


t+u 

| In e) da] < 
«t 

AK |u|, atunci M nu depinde de î. 


În cele ce urmează vom face această ipoteză. De asemenea vom pre- 
supune pe Ph fixat. 
Alegînd pe G (r) astfel ca 


G (7) < Ac” KT (7340) 
putem obţine 
IV(t, 2) — Vi, 2) SM la — zl pentru |z| he: 
Într-adevăr, să notăm 
le(t+ o; t, 2)l =, |le(t+o; î; Cala. 


Dacă r,>r, avem G(r.) > G(r,) deci 


1 + ao 
Vi z2) >G(lzt i, > 
(î, 22) >G(|lr(t+ ao, 22) |) —— 11s 
1 
> (zi o;ta)l) sei = V(, a). 
1 


Dacă r, Zr, putem serie 
0<G (7) —G (r2) =" (p) (7. — ra) SG (7) (nn — ra) < 


— KT (= 00) 


1 
— Ta) SA Ru i) e (t+a;t, 2) —r(i+ 


1 1 
+ o. b; 2)| SA ul i iz) e (11) | —2 |- 
Din 
z(î+ a; tb 2)l=r 
rezultă 
| > 5 (7), 
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(la) < (72) 
4 j O ] 
deci 
0<G(r)—G(r2) SA ja — al. 
De aici 
l-+ «o 
OV (î, 2) —G(|lz(t + o; t; 22)]) ———— SaA la —Lal(*) 
l-+o 
deci 


Fi 2) >0(ztit a; i ap) 
l-+as, 
Rezultă astfel în toate cazurile 

Vi, 22) —V(t, a) > — A | — al. 
Schimbînd acum rolurile lui z, şi z, se capătă 

Vi, 2) — Vi, 2) > — a A la — al 
deci în definitiv 


IV (, zi) —V (i, 2>)| <aA la — al, 


> Vi, 2) —0A lt —l. 


dacă |z,!/ Fo. 

Dacă z, = 0, prima inegalitate (:) dă OV, a) Lala, 
deci relaţia obţinută e valabilă şi în acest caz. Dacă 2, = 1, = 0 relaţia 
e banală. 

Rămîne de arătat că putem alege pe G astfel încît să verifice condiţia 
cerută. Pentru aceasta nu avem decît să luăm 


rox 
ar al e r(g 8) dr ; 


« 0 


> -x7( 78) : 2 a 
avem G (0) =0, G(r)=Ae % > 0, G' (0) = 0, căci 5(0)=0, 


T (0) = oo, şi Q'(r) e monoton crescătoare deci G('"'(r) există aproape 
peste tot şi e pozitivă. 

În definitiv putem formula : 

TEOREMA 1.6'. Dacă soluția banală a sistemului este uniform as1mp- 
tctie stabilă și 


f(t, 2) — fl, 23) <A (0) la — al pentru |a| Sh, zl Sh și 


t+u 
| LI, (s)dsl <K |ul, 


«t 


există o funcție V (i, z) cu proprietăţile 
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DR pg A a a a e RO a OO IO OEI 


IL a(lz)sV(t a)sb(lz]); 


2 lim sup V[t+h, ptr hit Do)l—V It, e(tsto, 2o)] 
h=0+ h 


<< — e(|z(t; to; 2o)|); 


3% IV(t, 2) —V(t 22| SM la — za] pentru ll < 3 (30) 
la | << 5 (59). 

Această teoremă va, juca un rol deosebit în ceea ce urmează. Pe 
baza ei vom deduce o serie de propoziţii care subliniază însemnătatea 
stabilităţii asimptotice uniforme. 

Să observăm în încheierea acestor consideraţii că dacă soluţia ba- 
nală este uniform asimptotic stabilă în mare, lim 5 (e) = oo deci rii e (8) = 


£— 00 


= 00, şi cum a(r) =G(r), b(r) = aG (e (r)) rezultă 


< 


lim SUE b (r) = oo. 
T— 90 
De asemenea, dacă f este periodică în raport cu t de perioadă vu, 
V (i, a) este periodică pe perioada «w şi dacă în particular f nu depinde 
de î, V nu depinde de î. Aceste fapte se arată la fel ca în cazul stabili- 
tăţii uniforme. 
Vom mai da o teoremă care reprezintă o slăbire a teoremei generale 
1.5 în cazul sistemelor periodice în t, respectiv independente de . 
TEOREMA 1.5'. Pie fi, z) periodică în t, cu perioada o: 
f (i + o,z) = fl, 2). Dacă există V (i, z) periodică cu perioada w şi cu 
proprietăţile : 


a) a|(z)| <V(t, 2) <b(lzl), b(ho) <a(hu), bb <h<h; 
b) e Allan, z(t+h; ti, a)]— Vi, z] 


h=>0 + h 


ZO pentru |z| Sh 


egalitatea din b) putind avea loc numai în punctele unei mulțimi SL care 
nu conține semitraiectorii întregi, atunci soluţia z = 0 este asimptotic sta- 
bilă şi sfera |z | < hg se află în domeniul de atracție. 

Demonstraţie. Stabilitatea simplă şi faptul că || <hp implică 
lz (£; to; Zo)| < h. rezultă din 


a (|z (t; to; Zo) l) SV (î z(t; to; 20)) SV (o; 20) Sb (120 |) <b(ho)<a(Mm). 
Presupunem că există o traiectorie şi un număr pozitiv % 


astfel ca | (î; to, £o)| > n pentru t > to; || Che. Considerăm funcţia 


V*(0)=Vit, it; to; 2o)). Această funcţie e monoton descrescătoare, 
deci există V, = lim V* (6) şi V* (5) > Ve pentru t > i. 


Considerăm sirul 2 = Z(t + ko; tos Do); din |a” | <h, rezultă 
că se poate extrage un subşir convergent, "fie 2 limita lui; atunci 2, Fo. 
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Avem 
lim V*(to+ko) = Vo V* (to +ko)=V(torko,r)= Vio, 2), 
— ao 
deci 
lim V* (î + ko) =V (to, 2%). 
k— 90 
Rezultă 
V (to, c')= Vo. 


Considerăm semitraiectoria z(t; to; Zoe ); deoarece această tra- 
iectorie nu se poate afla în întregime în ST, iuncția V (î, z(î; to; Zo)) nu 
e constantă deci există t* > t, astfel ca 


Vi, at"; too 2o)) <V (lo 20) = Vo- 
Pentru orice y > 0 avem 
lz (£*; do» Do) — P(t*3 top 2)| <y 
dacă k > N (7), deci 
lim (0, z(, în 20); (i; în 2) < Vo: 
— ao 


Dar 
("3 to mb)=cr(t*; to th + ko; lo» 2o)) = 
= a(t* + ko,tb + ko, £(bb + koto 2o)) = (tr + ko; top 2) 
Şi 
Vii, z)=V(t + ko, 2) 
deci 


V(, cît 2b))=V(t+ko, (ti +Eko; to 2o))=V' (ft +ko). 
Rezultă 

lim V(t*;a(t*; to, 2*)) = Vo 

k—ao 


ceea ce este contradictoriu. 
Contradicţia obținută demonstrează că pentru orice traiectorie cu 


[29| < he şi orice n > 0 există t, > te astfel ca |z (4; to; Dol <m- 
Alegem v = 5 (e) şi din |z(t; to; 2o)| < 5(e)rezultă 


lz (î; ti, (ta to» Zo))l| < e 
deci 
lz (t; to %o)| < e pentru t> ti (e) 
deci 
lim z(£; to; 2) =0. 


l— ao 
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În încheierea acestui paragraf vom da criterii de stabilitate în care 
funcţiilor Liapunov li se cer condiţii mai slabe şi care se bazează toate 
pe lema asupra inegalităţilor diferenţiale dată în introducere. Aceste cri- 
terii au fost stabilite de C. Corduneanu. 

TEOREMA 1.5”. Pie cw(t,y) o funche continuă pentru t > 0, 
0 <y<YL-+ oo, o (î, 0) 20; considerăm ecuaţia 


dy 
dt 
și presupunem că prin fiecare punct (o; Yo) to > 0, 0 yo < Y trece o: 
soluție unică. Fie V (i, z) o funcție diferențiabilă, pentru t > 0, |a| <M, 


i 4 (7, W) — lim e A 2), Dresupunem că 
h—>0 


V'(i,r)<o(6V(i,2)). 


1” Dacă soluția y=—0 a ecuaţiei (1') este stabilă şi V (î,z)>a (||), 
soluția z = 0 a sistemului (1) este de asemenea stabilă. 

2 Dacă soluția y = 0 a ecuației (1') este uniform stabilă și a (|z |) 
<Y (t, 2) <b (|z]|), soluția z =0 a sistemului (1) este de asemenea uniform 
stabilă. 

3* Dacă soluţia y = 0 a ecuaţiei (1) este asimptotic stabilă și V (, 2) > 
> a (|z]), soluția z=0 a sistemului (1) este de asemenea asimptotic stabilă. 

4” Dacă soluția y = 0 a ecuației (1') este uniform asimpiotic stabilă 
şi a (||) <V (i, 2) <b(l|z]), soluția z = 0 a sistemului (1) este de ase- 
menea uniform asimpiotie stabilă. 

Demonstraţie. 1” Fie e > 0, te > 0, n (e, to) > 0 astfel ca 0 <y <n 
să implice y (; to»; Yo) <a(e) pentru tt. Din continuitatea funcţiei 
V rezultă că există 3 (e, ty) > O'astfel ca |z| <8 să implice V (în, 2o)< 
< n. Avem 


= o(t, 9) (1) 


d P 
dz Vi, z(î; to 2o))=V (bc (tite Zob) colt, Vii, zii; to» 2o)))- 


Din lema 0.3 rezultă 
Pi, z(î;to 20) <y (îi; tos V (tos 20) <a (e). De aici a (|z (i; do» 2)]) < 
< a (=), deci |z(î; to; 2o)l| <e pentru t> to, dacă |z| < (e, to). 

2% Din Vii, 2) <b(|z]) rezultă că 5 poate fi ales independent: 
de î, şi restul demonstraţiei decurge ca mai sus, căci şi poate fi ales inde- 
pendent de 4. 


3 Din 
Vi, zii; to; 2) Soy; to V (fo £o)) 
Şi 
„Due Y (t3 to V (to 2o)) =0, 
rezultă 


lim V(î, z(î; to» Do) =0 
l— ao 
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deci 
lea a(|z(t; to; 2o)|)=0, 


de unde se deduce 
lim x (t; to; 20) =—0. 
l— ao 
4” Din ipoteză rezultă că există n > 0 astfel încît pentru e > 0 
există 1 (e) > 0 cu proprietatea că din y, < no rezultă y(t; to; yo) < 
<a (e) pentru t > t4 + 7 (e). Alegem pe 5, astfel ca b (3,) < no. Dacă 
|| < 80, rezultă 


V (to; 2) <b(l|z]) <b (5) < no 


deci 
Y(t; to V (to 2o)) <a(e) pentrut >t, + 1 (e). 
Din 
V [i e(t;to ol <yl(t;to, V (to; 2o)) 
rezultă 
a(|z(î; to; Zo)|) <ate)pentrut >t + 1 (e), 
deci 


lz (î; to; Co)]| Cepentrut > to + Î(e), |2| < 8. 


Teorema este demonstrată. 


$ 3. SISTEME LINIARE 


Vom studia acum aspectele specifice ale problemei stabilităţii în 
cazul sistemelor liniare. În legătură cu aceasta vom pune în evidenţă și 
o serie de proprietăţi generale esenţiale ale sistemelor liniare. 

Un sistem liniar omogen se scrie sub forma 


dz 
—— =A 
i. (î), (3) 


unde vom presupune că A(t) este o matrice pătratică ale cărei elemente 
sînt funcţii continue de t definite pentru t > 0. În acest caz teorema de 
existenţă are un caracter global; soluţiile sînt prelungibile pe toată se- 
miaxa t>0. 

Pentru a vedea acest lucru este suficient să arătăm că pe orice in- 
terval finit soluţiile rămîn mărginite deci nu părăsese domeniul în care 
sînt verificate condiţiile teoremei de existenţă. 

Fie z(t; to; 2) soluţia sistemului (3) care pentru î = t, trece prin 
punctul z,. Avem, pentru valorile t pentru care soluţia este prelungibilă, 


ț 
2(î;î0,00) = + | Ale) z(8; tn, 2) ds. 


+ lo 
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Rezultă 


ri 
lz (î;t20)| Slal+i |4A()| |z(ssto, 20) ds. 


« io 


Aplicînd lema 0.6 (consecinţa 2), rezultă 


ţ 
| |-4 (s)|ds 
|z (î; to; 20)]| <lzole”* , 


evaluare din care rezultă că soluţia rămîne mărginită pe orice interval 
finit. 
Observăm că am folosit aici evaluarea 


A (s) (8; to; 2o)| SIA (s3)| 2 (8; to, 2) 


care rezultă direct din definiţia normei matricii ; anume |A | = sup lAz|. 
es! 

Să observăm că dacă pentru vectori se foloseşte norma euclidiană, 
atunci |A | este dată de JA, unde A este cea mai mare valoare proprie 
a matricii A” A, (A* este matricea transpusă a lui A, cînd A este reală 
şi ia Lg lui A cînd A e complexă). 

ntr-adevăr, avem, conform definiţiei normei euclidiene |Az|2 = 
— (Ax, Az) = (A* Aa, z) <A(x, 2) 


deci 
Az| <VAlei, 
deci 
A] <VA. 


Pe de altă parte, ţinînd seama de proprietăţile extremale ale valo- 
rilor proprii ale matricilor simetrice rezultă că există un vector z cu |z| = 
= 1 astfel ca (A* A, 4) =A deci |A| = VA. 

Dacă x, (î) şi z, (î) sînt două soluţii oarecare ale sistemului se ve- 
rifică imediat că a, z, (î) + a z, (î) este de asemenea soluţie a sistemului 
(a, şi «, vor fi presupuse numere reale; în general în toată teoria vom 
lucra numai cu funcţii reale, cazurile contrarii fiind subliniate special). 

De aici rezultă că mulțimea soluțiilor sistemului (3) formează un spațiu 
liniar. 

Fie z(t; tv, 4) soluţia sistemului (3) care pentru t =, trece prin 
punctul z,. Această soluţie definește pentru ! şi i, fixaţi o transformare 
a spaţiului R: în el însuşi care ataşează punctului 4, punctul z (î; to; 10); 
vom nota această transformare cu C(t; î). 

P=0P.z:j.E. Transformarea CO (i; ip) este liniară. 

Demonstraţie. Avem 


C(î; to) (aa + 22) = (ti; to, ca Pat a 2). 
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Pe de altă parte, 
aa O (î; în) 2 + aa 0C(î;to) fa = au F(t;to, 2) + at; to, a) 


deci fiind o combinaţie liniară de soluții ale sistemului (3) este soluţie a 
sistemului. 


Avem însă 
L(î to; a tit aa Xa) = au L(t;to, 2) + alt; to, 2) 


deoarece cele două soluţii coincid, pentru t = te. 

Propoziția este astfel demonstrată. 

Vom scrie deci x (î, to; 29) = C (1; to) 2. Odată fixată o bază a spa- 
ţiului orice transformare liniară este dată printr-o matrice ale cărei co- 
loane sînt imaginile prin transformarea dată ale vectorilor bazei. Vectorii 


N] 0 O 
0 Ț 0 E 
bazei au coordonatele | | - SRI | ) deci C (t; t,) va corespunde 
0/ 0 1 

unei matrici ale cărei coloane sînt soluţiile sistemului (3) care la momentul î, 
coincid cu coloanele matricii unitate. Notînd matricea unitate cu FE şi 
nefăcînd distincţie între transformarea 0 (£; î,) şi matricea corespunză- 
toare, vom scrie CO (to; to) =FE. Vom spune că C(t; îp) este o matrice 
fundamentală de soluţii a sistemului (3); deoarece coloanele matricii 
C (î;) sînt soluţii ale sistemului (3) putem scrie 


dO (î; to) 
di 
Relaţia z (î; to; 2) = C(L; to) 2 arată că orice soluţie a sistemului 
(3) se exprimă ca o combinaţie liniară a soluţiilor unui sistem fundamental. 
Să punem acum în evidenţă cîteva proprietăţi fundamentale ale 
matricii O (î; î). 
PROPOZIŢIE. Are loc relația 


C(i;s)0(s;u)=C0(t;u). 


= A (004; hi). 


Demonstraţie. Este suficient să arătăm că pentru orice vector xy 
are loc egalitatea 


O (t;s)0(s;u)z, = C(t;u)a. 
Avem 


C (s;u) 2 = 2(8;u, 20), C(t;s)0(s;u) a, = z(t;s, 0 (s;u) a) = 
= (158, 2(8;u, 0)) = £(t;u, o) = 0C(t;u) do 


şi relația e dovedită. 
Egalitatea 


z(t;s, 2 (su, 2o)) = z(t;u, 2) 


rezultă din faptul că pentru i = s cele două soluţii coincid. 
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Din această propoziţie rezultă imediat punind z=t,u=t: 
C(î;t0)0(î,;t)=E. 


Aceasta înseamnă că matricea C (; t) este inversabilă şi inversa 
ei este C (i; !). 
unele probleme este util să considerăm sistemul adjunct siste- 
Mului (3). Anume, vom numi sistem adjunct al sistemului (3) sis- 
temul 
dy 
di 


unde y este un vector linie. 

PROPOZIȚIE. Dacă z este o soluţie a sistemului dai iar yo soluţie a sis- 
iemului adjunct, atunci produsul yx este constant. 

Demonstraţie. Avem 


= —yAtt), 


d dy dr 
—— Na = — — = —yA(ba A (tz —0 
EFIL, î. try yA (i)z+yA (1) 


deci yx este constant. Propoziția e demonstrată. 


Evident, întreaga teorie dezvoltată pentru sistemul (3) se transpune 
corespunzător pentru sistemul adjunct (care poate fi scris de altfel şi 


sub forma = = — A* ()y, y fiind acum tot un vector coloană). Fie 


C (+; i) o matrice fundamentală de soluţii a sistemului adjunct; sub- 
liniem că de această dată liniile matricii O (£; to) sînt soluţii ale sistemului 
adjunct. 'Ţinînd seama de propoziţia de mai sus rezultă că matricea 
(Și (£; to) O (t; to) este constantă, deoarece elementele ei sînt produse ale 


liniilor matricii C (î; tş) cu coloanele matricii C (£; 4) deci produse dintre 
soluţiile sistemului adjunct şi ale sistemului (3). 
Dar 


C (taste) C(to;top)=FE=E. 
Rezultă 


C(tsta) 0 (tit) =E, 
deci 
C (îs; în) = LO (î;t0)] 1 = C(tas). 
Am stabilit astfel următoarea 
PROPOZIȚIE. Avem O (t; 0) = 0 (to; t) deci linaile matricii O (to; 1) 
formează un sistem fundamental de soluţii ale sistemului adjunct. 
Vom încheia aceste consideraţii generale asupra sistemelor liniare 


stabilind aşa numita „formulă a variaţiei constantelor” care se va dovedi 
utilă în multe împrejurări. 
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name 


Să considerăm sistemul neomogen 


dz 
pe Pilat A AU 


Fie O(t; ty) ca mai sus matricea fundamentală de soluţii a siste- 
mului omogen corespunzător. Facem schimbarea de variabile z (1) = 
= O (£; to)y (6). Obţinem 


XE eee): y (6) + O(t;i0) SI 4(a+10= 


dt dt 
= A (80 (î;to)y (0) +flt). 
Dar 
dC (£; to) = i g 
a A (t)0(t;t); 
rezultă 
dU 
C(i; to) d Ş (t) 
deci 
SY-= LO ttst) 170) = 00 f) 
De aici 


Oy) Cpssfs)as. 


« to 


Din relaţia care leagă pe z (î) de y (î) rezultă z (î,) = y (i) deoarece 
C (to lo) = H - 
În definitiv se capătă 


Z (1; to; 2o) = Otita + Otil C (în ; s)f (5) ds 


sau 


A 
atinsa) = Cit) za + | C (£; to) 0 (de ; s)f (5) ds 
lo 
ceea ce dă 


2(0; to) = Citit) za + Cissf(s)as. 


SA 


$4. STABILITATEA LA SISTEMELE LINIARE 


După această parte introductivă relativă la sistemele liniare putem 
trece la studiul problemelor de stabilitate pentru asemenea sisteme. Am 
văzut mai sus, ca o consecinţă a unei propoziții mai generale, că în cazul 
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sistemelor liniare pentru care matricea A (î) este mărginită, stabilitatea, 
asimptotică uniformă este întotdeauna exponențială, adică există con- 
stantele B şi a astfel încît să avem 


| (î;t209)|<Be *(” | o |. 


Vom da o nouă demonstraţie acestei propoziţii. 
Conform definiţiei stabilităţii asimptotice uniforme, există 85 > O 
şi T (e) astfel încît dacă |z,| < 8 şi to to + T(e) să rezulte 


la (î; to, 2o)| e. 
Dar 
|z(î;t0;%0)]l=|C(t;to)zl, 
deci din |z,| < Soşit>to + T(e)rezultă 
IC(t;to)Zo| Ce. 


În cele ce urmează fixăm pe 0<e<1. 
Fie u, un vector cu |ug| SCI, arbitrar. Atunci 

[50 40| 50, deci |O(£; to) 59 40| Ce pentru tot + 1). 
Dar 


| OC (£; o) 90 40| = 3 |C(t;to)uel,; 
deci 


|C(î;to)uo| < e 
39 


Cum u, este arbitrar cu |ug| SI, rezultă |C(t;t)l < se pentru 
it > to + T(e),sau |OC(î; t)| <epentrut > + 1, (e), unde am notat 
Ta (6) = T (59). 

Din relaţia 

C(î;t0) = C(tsto tr 71)0(to+ Tu;to) 
rezultă 
IC (to) | <IC(t;to + 7D)lIC(to + Tito) Ce2pentrut> tb +27. 


Prin inducţie se verifică imediat că |C (£; 0) | < e” pentru t>t + 
+ m. 
Fie acum t> tg, arbitrar. Există m > astiel ca 


to + (m— 1) 7, Si<tb+mI,. 


1 
dt 


| ae 
Avunei 4 Du 20 PU e A to) en<e! „căcie <1. 
1 
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Pe de altă parte există 5 (e) astfel ca |z (î; în, 20)| Ce dacă |z| < 
<< 5 (e) şi t3> to. De aici rezultă ca mai sus 


|C(î; to) 5(e)u0 | <e pentrut > to, 
deci 


IC (î;t)| < E MN 
€ 


Din î>t + (m —1) T,rezultă | C(t;t)| < en — 1. Într-adevăr, dacă 


m > 2, această inegalitate rezultă din faptul că 8(e) Ce iar pentru 
m = 1 din faptul că |C (î;t)| < j 


sa pentru toţi t> to. 
€ 


În definitiv, pentru orice t > î, am obţinut 


1 
CO (£;ta)| < eR 
[O (î;to)| 3(2) 
deci 
a-i 
Otet) | < e? 
d (e) 
Să notăm = Ba = —- în e. Atunci 6 > 0, > 0,e = 
d (e) Ta 


— e-“ti, şi evaluarea obţinută devine 
|C(t;t)| < Best. 


Am demonstrat astfel din nou că stabilitatea asimptotică uniformă la 
sistemele liniare este întotdeauna exponențială. Observăm că în această 
demonstraţie nu am mai folosii ipoteza că matricea A (t) este mărginită. 


Cu ajutorul acestei proprietăţi fundamentale a sistemelor liniare 
se demonstrează că dacă soluţia banală a unui sistem liniar este uniform 
asimptotic stabilă, atunci există o funcţie Liapunov formă pătratică. 


TEOREMA 1.6. Dacă soluția banală a sistemului (3) este uniform 
asimptotic stabilă, atunci oricare ar fi forma pătratică (W (i) z, z), cu 


Am (2, 2) <A(i)(z, 2) <(W (0,2) <A (0) (2, 2) <Au(2, 2) 
unde A > 0, există o formă pătratică (V (î)z, z)cu 


u (2, 2) <(V (02,2) <H(x,2), u>0 
Şi 


2 Y(Oz0,z0) = —WDz0, 20) 


oricare ar fi soluția x (î) a sistemului (3). 


TEORIA STABILITĂȚII 49 


Demonstraţie. Definim 
Pa =( 07 ()0tei 20 (5; 2 
«i 
adică matricea V (î) este dată de relaţia 


V (1) =| 0 (6; W(5)0(s;0ăs. 


e! 


Convergenţa integralei este asigurată de faptul că 
IO (t;t9)|] <Be-*t-b gi că |W| <A. Tot de aici rezultă 


ao di 2 
voi< Be-as-t A Be-s%0-0 ds — A Bel e-2a:dş — AB: 


S: „lo 2 a 


Pentru orice soluţie z(t; &, 29) a sistemului (3) avem 


(V (îti; to, Lo) z(t; to» z)=6 W(s)0ts, t)z(t; to; 20); O (5, t)r(f; to, 2o))de=— 


= OW(6) 0650 20), 2(55 tos 20) ds 
deci | 
PD ateitoo atit, 20) = —(W (alt; to, 2o), £ (î; lo; 2o))- 


În felul acesta rămîne să demonstrăm numai faptul că 


(V(i)z,z)>ul(z,z)eu u>0. 
Avem 


V0a2> | ant06i0 200; =( lo: pas 
«i ţ 
Dar 
z(s;t,z)=a + | A (u)z(ut, z)du. 
ț 
De aici, ţiniînd seama de faptul că |r(u;t, 2)| <B|z| pentru 
u > t, rezultă 


e; —zi<Bizil l4u) du 


„ 


Presupunând că matricea A are proprietatea că 


| LA (u)|du <o(s—t), undeo(r)>0cândr—0, 
ţ 


«/ 
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rezultă că pentru t <sSt-+ a vom avea 


lote;ta)—e|< 7 lzi 
deci 
2(s;6 [> l2l — lateit 2) —al > lal- 
Dar 
(V (0) 2, 2) > dn (lzest, L) Paz>aaf la (s;t,z) |2 ds > În «|z|?, 


«i 


deci putem lua 


Teorema este complet demonstrată. 

Observaţie. Dacă matricea A este constantă şi matricea W este aleasă 
independentă de î, atunci matricea V nu depinde de î. 

Pentru a demonstra acest lucru observăm că pentru sistemele care 
nu depind explicit de t are loc relaţia 


D(Î + to 3 tos Do) = 2 (130, 20) 


(am stabilit proprietatea corespunzătoare pentru sistemele periodice ; 
dacă sistemul nu depinde de tf, atunci orice bl, real poate fi considerat 
perioadă). Această relaţie se scrie în cazul sistemelor liniare sub forma 


O (î +î0; to) 2 = 0(î;0) 2, deci C(î + îo;to) = 0(6;0). 
Rezultă 


V (t) = | or e:noesnas=( ore isoa rin u= 
(3 PL!) 


= 0" (e;0) 10 (5;0)ăs, 


«0 


deci V nu depinde det. 


$ 5. SISTEME LINIARE CU COEFICIENŢI CONSTANȚI 


Propoziția demonstrată în cadrul observaţiei de mai sus are în reali- 
tate un caracter pur algebric pus în evidenţă încă de Liapunov. Pentru a 
putea reproduce raționamentele lui Liapunov vom reaminti unele propo- 
ziţii fundamentale relative la sistemele liniare cu coeficienţi constanţi 
şi legat de aceasta, reducerea matricilor la forma normală Jordan de care 
vom avea nevoie şi mai tirziu. 

Fiind dată o transformare liniară 7 într-un spaţiu liniar n-dimensio- 
nal complex şi o bază e, ez, ..., e, a spaţiului, transformării i se ataşează 
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o matrice A care are drept coloane vectorii Te, scriși în baza (e, 62, ..-,€4). 
Dacă y = Tr, atunci y = Ax, ze şi y fiind scrierea vectorilor în baza 
0, 02, . . "9 e 


Într-adevăr, fie 
I = Ş; LD, Cs Y= 9 vie: 


1=1 1=1 
Avem 
L() R 
yye = 91; 
i=1 k=1 
scriind 
R 
Te, — y, di €, 
i=1 
rezultă 
n n n R LO N 
vie; = 9 au = | SI au a €;, 
i=1l k=1 i=1 i=1 lk= 
deci 
LLĂ 
UD ÎN 2 
k=1 
PROPOZIȚ:E. Dacă în baza ea, ..., e, transformării 7 îi corespunde 
matricea A tar în baza f,, f., ..., f„ îi corespunde matricea B, atunci B = 


= 071 AC, unde C este matricea corespunzătoare trecerii de la o bază la 
cealaltă. 

Demonstraţie. Elementele b, se capătă scriind imaginile vectorilor 
f,; în baza f,, ... f„. Avem 


n 
i y, b;;f 4” 
;=1 
Fie 
LLĂ 
J, a y, Ci; 63 
kZ1 
rezultă 
U(ă 
1f, = Si Cu; Tes: 
kZI 
Dar 
N 
Te, = 9 au &, 
l= 
deci 
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Pe de altă parte, 
&= 3, dia fi 
i=l 


unde D este inversa matricii C. 


Rezultă 
1J; = Ş, cu Sau daf; = S, (Sida au Cu): 
k=1 l=1 îi=1 i=1 LE 
În definitiv 


b;; = > di Gu Cs 


deci 
B — DAC = 0-1 A0. 


Un vector u este vector propriu al transformării 7 dacă u nu este 
nul, şi există un număr complex 1 astfel ca Tu = Au. Dacă e, €,,..., ex 
este o bază a spaţiului și A matricea corespunzătoare transformării, condiţia 


R 
ca u să fie vector propriu se scrie 9, au, =Au; şi se vede că pentru 
k=1l 
ca să existe un vector u nenul care să verifice această condiţie este necesar 
şi suficient ca det (4A— E) = 0. Valorile A care verifică această ecuaţie 
se numesc valorile proprii ale transformării (sau ale matricii). O consecinţă, 
a propoziției precedente este următoarea : matricile A şi 0-1 AC au ace- 
leaşi valori proprii. 
Fie 1, d2,..-;2, valori proprii distincte ale transformării 7, 
Ui9 Way ---3 4, Vectori proprii corespunzători. Vectorii u., up, ...,u, sînt 
liniar independenţi. Într-adevăr, să presupunem că 


Ciu Fr CaUug-k e... PF CU =—0. 
Aplicăm transformarea T şi obţinem 
4 Du kt Ca Tug+---+c, Tu, —0. 


Dar 

Tu — A Up 
deci 

CAM UN Fr Cahgia 0" FOĂU =—0. 

Din 

Ş, CU, = 0 
se capătă 

CU, — — Cp — Caua — .:.- — Coca Usa: 

Rezultă 
Aa Ca i Fr ĂsCaUa es Fisa Coca Usa — As Ca i —AsCaUa— e: e — Aa Ce 3-10 
sau 


(Aa — A) Ca Ma -F (Ag — As) Coup ... F (Asca — As)Cs-1 Usa =0. 
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Dacă ua. - 3 Uşa Sînt liniar independenţi, rezultă 
(A ae AC — 0, (fe == 1, . .9s$ == 1). 


Dar prin ipoteză 1, — 1, -£0, decic, =0pentru k = 1, ...,s—1. 
Dar atunci c,u, = 0, deci c, =0. 

Prin urmare independenţa liniară a sistemului de s vectori va rezulta 
prin inducţie (pentru s = 1 rezultă din faptul că u, £0). 

Rezultă de aici că dacă transformarea 7 admite n valori proprii 
distincte, atunci ea admite n vectori proprii liniar independenţi. 

Luînd acești vectori u,, uz, ..., 4, drept bază a spaţiului, relaţiile 
Tu, = Au arată că în această bază matricea transformării este diagonală 
şi are pe diagonală elementele >,. 

Pinînd seama de cele stabilite mai sus rezultă : dacă rădăcinile ecua- 
ţiei det (A — E) = 0 sînt distincte, există o matrice C astfel încît matri- 
cea 0-1 AC să aibă forma diagonală, elementele diagonale fiind rădăcinile 
ecuaţiei. 


SITE: sale dz i 
Aplicaţie. Considerăm sistemul E Az. Presupunem că ecuaţia 


det (A — AE) = 0 pe care o numim ecuaţia caracteristică a sistemului 
are rădăcinile distincte. 

Conform celor de mai sus există o matrice C astfel încît 0-1 A0 să fie 
diagonală şi să aibă pe diagonală elementele >, ..., A, . Facem în sistem 
schimbarea de variabile 1 = 0y,y = Co 1. Căpătăm 


ce AN 0-2 =071 Az = 071 A0y:- 
di di 
Rezultă că sistemul în y se scrie 
dy, 
E — 2.yU, 
dt Va 
O matrice fundamentală de soluţii a sistemului are forma 
ei 0 
pei 0 
SE | el 


Rezultă că matricea fundamentală de soluţii a sistemului dat se 
scrie 4 = 0Y. 

Matricea C are drept coloane vectori proprii ai matricii A. 

Rămiîne deci de cercetat cazul cînd transformarea 7 nu admite 
n vectori proprii liniar independenţi. Să presupunem că e, fa, ... ha sint 
vectorii proprii liniar independenţi. 

Vom arăta că se poate alege o bază a spaţiului formată din & 
grupuri de vectori 


E piata 0oiar ie tul alla sua 9 Ag tati 0 
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în care transformarea 7 să aibă forma 
Te, = Mr Tea = e + da: Dep = ep Fr Ap, 
Ti, sa: fa Tf, = fi + fa». ..3 Ti, = faza = Afa 


Th, —— A ha Tha PS h, + ha 9... .9 Th, = hs_a FA he 


În această bază matricea corespunzătoare transformării va avea forma. 


1 1 0..0 

01, 1..0 

00 0..7, 
1, 1 0..0 
07, 1..0 
0 0 0.. 33 


Această formă se numește forma normală Jordan a matricii. 

Teorema, corespunzătoare se formulează astfel : 

Pentru orice matrice A există o matrice C astfel încît matricea 0” AC 
să aibă forma normală Jordan. 

n cazul particular cînd există n vectori proprii liniar indepedenţi, 
forma, normală Jordan se reduce la forma diagonală. Fără ca forma nor- 
mală să fie diagonală se poate întîmpla ca .unele celule jordaniene să fie de 
ordinul întîi. Forma diagonală corespunde cazului cînd toate celulele sînt 
de ordinul întîi. 


O celulă jordaniană se scrie A, = ME + 1. Dacă celula e de ordinul 
p avem: 


01 0...00 001 ..00 
00 1...00 0001..00 
E Ne e e i: 
00 0...01 0000..00 
00 0...00 0 00 0 O 
00 0..01 
00 0... 00 
sia ÎL ae să rit da cal iga DP E PTA = ma 0, 
00 0.. 00 
00 0.. 00 
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Un polinom P(t) se scrie cu ajutorul formulei lui Taylor sub forma : 


P() = POD+(0—1)P'Q) + era anunt (Dal. prta,) 


Rezultă 


P(4,) = POE + (4 —AB)P'Q)+ (22 pro) sange 


pp Ma EP. pm (3) 
n |! 
deci 
1? (n) 
P(A,)= P(A)E + LI Pra) + SL n mp E n 
sau 
NI P' (A) P" (A) PP (A) xp 
P (A) = PAD DPI pe E ȚEL e  oe 
(41) (11)E + 11 + îi) + A PREȚE 
În definitiv 
pion) Ca) apt Cal 
ji 2! (p—1)! 
P' (A) P'P-2 (14) 
= P mi a aie 
P (4,) E iei 
0 0 0 P(A.) 


Demonstrația existenţei bazei de forma dorită o vom face prin induc- 
ţie în raport cu n. Dacă 7 acţionează într-un spaţiu unidimensional, matri- 
cea corespunzătoare are un singur element şi corespunde deci formei nor- 
male. Vom presupune teorema adevărată în spații n-dimensionale şi vom 
demonstra că e adevărată şi pentru spaţii cu n +1 dimensiuni. Un rol 
fundamental îl va juca în această demonstraţie prin inducţie următoarea : 

LEMĂ. Orice transformare liniară 'T într-un spaţiu complez n-dimen- 
stonal admite cel puţin un subspaţiu (n — 1) -dimenstonal invariani. 

Demonstraţie. Reamintim că un subspaţiu R' al spaţiului liniar R 
se numeşte invariant în raport cu transformarea liniară 7 dacă pentru 
orice zE R' avem Taz CR. 

Considerăm o bază €,,...,€, oarecare; fie A=—4,) matricea, 
atașată transformării în această bază. Considerăm matricea A' obţinută 
din A prin transpunere ; fie u un vector propriu al acestei matrici. Avem 


PR 
deci relaţia 3, a; u; = Au. Considerăm relaţia y; zu, =0. Deoarece 


1=1 
u £ 0, mulţimea soluţiilor acestei ecuaţii formează un subspaţiu liniar 
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(n — 1)-dimensional (spaţiul generat de n—1 soluţii liniar independente). 
Acesta este spaţiul R' invariant în raport cu transformarea 7. 


n LL 
Fie, într-adevăr, « € R' deci Ș) zu, =0şiy,=Șaiz,; 
1=1 i=1 


deci y€eR'. 


Demonstrația prin inducţie decurge în modul următor. Fie 7 o trans- 
formare în spaţiul R cu n-+1-dimensiuni. Conform lemei există un subspaţiu 
R' cu n dimensiuni, invariant în raport cu 7. Putem deci considera trans- 
formarea T ca lucrînd în subspaţțiul k' ; pe baza ipotezei de inducţie în R' 
există o bază e, 2, ...;25 fi; fas =: fas =: his has: h, astfel ca, 


Te, = AM es Tea = e. + ez, ..., Te, =e€p_1F AM, 
Ti = daf Tla = fi + afa> - - -a 1fa = fa + Aafa» 
Th => A ha Tha == ha -F Aha ...9 Th, — he + e he 
Avem de arătat că putem găsi o bază în R în care transformarea P 
să acţioneze în modul dorit. 
Pentru aceasta, începem prin a completa baza din R' cu un vector 


e, liniar independent de ceilalţi, astfel încît să obţinem o bază în FR. 
Avem 


Te = e e. FPopep + Piaf + Bofat ... FBafa Pee Ph kr... F 
+ S5,h,+re. 


Căutăm acum să înlocuim pe e cu un alt vector e' astfel ca Te' să; 
aibă forma cea mai simplă posibilă. Căutăm pe e' de forma : 


E' = 6 — Xe —-:-— Xp bifi —2 e — afa —e 0 — oh e. — ah, 
Te' = Te — X, Te, — ... — Xp Tes — ua fi — e — ua ja —:-- — 

— 0 Th — e: — Os Th = ek. Fopeg ft Paifa re FBafa kt... +F 
A+ Bah ke. FO hp FTe— XM — :-- — Xp pi — Xp Ms — Uau Aa fa — 
— ss — Va faza — Ha haha — e — Oa Aha — eee — Osho — Os he 

Dar 


ee Fest ... FăpepFhuafi Pree- Pa fa ke Fohuk...k 


a și oh, 
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deci 
Te = re +a e ke. FThpep tr Thai free FThaha ke Frost 
Fe FPTosh Fo ek FO ep rPaifi ke PP Fo. Fă h+ 
FF 8 h, — (Aa Xa FF X2) ea — -:: — Xp neo — (Atu Fruz)fi =... — 
— Aa af, — e — Aro Foo) h— e — Ap osh, = Te + [aa Fa (7 — 
— Du) — Hale + e: Flo F Xp (7 — a) ep + LB Fr ua (7 — 2) — ua] fi + 
PF es FIBa F Ba (7 — dala F +: 
+ [8 + oa(7— 14) — oz]... FLă F os(7T—1)l ha: 

Dacă 7 e diferit de 1, se pot determina pe rînd coeficienţii x, u,... 
„.., w astfel încît să rămînă Te' = ze' şi se vede că adăugînd pe e' la baza 
din R' obţinem o bază normală în R. Dacă z e diferit de unele din valorile 


A putem alege coeficienţii corespunzători acestor valori. 
Pentru simplificare să presupunem că 1T=1A4, Tie TF d, 


> 2 

Rămiîne 
Te = ze + (aa — Xa)es +... Fopep + (Ba — ua) fit. + Baa 
Alegem x> = a, ---; ua = By, ... şi rămîne 


Te' = re' + ase. + Pale: 


Presupunem p > q. 
Alegem acum baza canonică în R în modul următor : punem 


Gita: =10.l0p> Dopită: = Top iz eo Dep Zog nai 0 > Mea bai 
Luăm prima grupă formată din vectorii €,,...,epu iar celelalte grupe 
TăMin f, ... fas ---o ha ... h,. Pentru a arăta că avem de-a face cu o 
bază canonică rămîne de verificat că e, ... ep+ se comportă ca o parte a 
unei baze canonice. 

Avem 


Te, — e, + Tea, .. 3 Dep pa F Tep, Tep pF Tep 
deci ne mai rămîne de verificat numai faptul că Te, = re,. 
0p = Le' — Te = pp kt Baja eo = ap Tep + Ba Tfa — Top ep — Ta la = 
= Op (ep_a Fr T6p) k Ba (faca F Tfa) — Top 05 — TPa a = app t Bf 


Continuînd, €, a —opp-qs:::5 4 = 4pu deci Te, = a, Te, = Tape, = Tei. 
Teorema este astfel demonstrată. 
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Apheaţie. Considerăm din nou sistemul = = Ad, presupunînd de 
data aceasta matricea A oarecare. Dacă C este matricea care aduce pe 
A la forma normală Jordan, transformarea de variabile z = 0y aduce 


gistemul la forma 2 = By, unde B are forma normală Jordan. Rezultă 


dy, dy, dy, 
——— == Pi —— = Pi + . .. ——— — A 
EȚ 1 Yi + Ya EȚ 1Ya2 “tr Ya; AFP 1 Yo» 
d d dy 
ra = Aa Ypua F Yp+a Fu = A Ypra FYpra ---> 7 Fii = 2 Ypa 
d st, d tea Rd 
atat — Aa psat e ta F pret cea non EI et = 


— NUpig+r ... tras 


Sub această formă sistemul se rezolvă imediat şi se capătă structura 
soluţiilor. 


Este însă mai simplu să folosim alt procedeu. 


Din teorema generală de existenţă a lui Cauchy rezultă că soluţia 
Z(t; to; o) va fi o funcţie analitică de t, deci putem scrie 


1 
2(î; to, 20) Za t 2(t0) (i-o) + DE (n) (tr... + 


l 
+ ici 2 iul (fo) (î— to)” + ... 
W! 


Din sistem rezultă imediat 
2 3 2 EC) R— 
de _ 4 d2z 4 d? dia _ „2 d” z 42 


d, caz pe eee E au pi sraeei n , 
dt dt? di di d2 dt* di”! 


deci 
& (to) = Aa, &(to) = Ad (to) = A? E (to) = Aă(t) = 40...» 
2" (40) = A" a. 
Rezultă 
1 l 
z (i ; to; 29) = o + ip sole => lo) + Priza (î— to)? + gt + 


+ ÎL An a (î— to +... 
n! 


= | DA) At te ar tt eee [a 
1! 2! n |! 


Aici convergența seriei trebuie înţeleasă ca fiind convergenţa celor 
n2 serii formate cu elementele matricilor,. 
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Notăm, prin analogie, 
1 l 1 

B+ — A (î — în) hr  A2(0— pn... PA (d — m +. zeta, 
1! 2! n! 


Cu această notație soluţia sistemului se scrie 
B(i; lo Do)=eit a. 


Să observăm că seriile de puteri corespunzătoare seriei matriciale 
pot fi derivate termen cu termen şi avem 


d 


—e4li-b = Ae4t-b ; 
dt 
cam e4to-h = H, rezultă că e4(-% reprezintă un sistem fundamental 
de soluţii. 
Dacă A = nu “atunci An = ha Ş 
0 Aa O A> 


| , deci 


0 et 


e'it 
eBi! == sa Fi 
k PR 


Ji; .-- J, fiind celulele jordaniene din care e formată matricea B. 
Rămiîne deci de precizat structura unei matrici e“, unde J eo 
celulă jordaniană. 


Rezultă că 


Avem 
LEE E IRA Rl e SRI e aa 
L! 2! n! 
Dar 
]J=ABE +1, 

e EX RUDE (0) (kpr2) pri 

i! 2! (2—1)! 
Jk — 0 x kN FE k (72). (kapt35) Ep 2 

i! (p—2)! 


e O 0 ie A ce me i ue 
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Pl jk Nk 1pk DE —2 Țk DE-P+1 [k 
ke! ( —1)121(k—2)!  (p—1)!(k—p+l)! 
0 DE E DE-1 (k Dk-P+2 Țk 
ei=B+ ŞI k! (k—1)! (p—2)'(k—p+2)! |= 
k=1 
k +k 
00 0 A 
k |! 
ao DK A 00 PE—1 pk—l p Qo DE —2 pk-2 
l + y, / Ş, e di a 
k=] k ! =] (&—1)! 2 1 o (h— 2)! 
== ao Nk ţk PE 
0 1 + d ne e CE aie ta, d 
A 
See | 
et E cal ex! Ă A 
1! 2! (p—1)! 
țp—2 
ză 0 ei — et 
1 (p—2)! 
0 0 0. a! 
2 p-1 
1 / / 
112! (p—)! 
p-2 
SE o 1 LA E ea! 
1!  (p—2)! 
0 0 0 e adie a ale 


În acest fel structura soluţiilor sistemelor liniare cu coeficienţi con- 
stanţi este complet determinată. Comportarea soluţiilor depinde de struc- 
tura formei normale a matricii A. Numerele 1,, valorile proprii ale matri- 
cii A, joacă rolul esenţial. Anume, dacă 38.1, <0, atunci toate soluţiile 
tind către zero cînd ţ— co; acesta este cazul oscilaţiilor amortizate. Dacă 
, sînt reale avem așa-numitul caz de comportare aperiodică ; dacă au 
părţi imaginare nenule apar termeni oscilatori. Dacă cel puţin pentru 
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un k avem Se 7, > 0, apar oscilaţii a căror amplitudine crește cînd t— co. 
Dacă toţi 1, au părţi reale nule sau negative avem oscilaţii stabile (mărgi- 
nite) cu condiţia că dacă Se 1, = 0 celula jordaniană respectivă să fie de 
dimensiune 1 ; dacă există o rădăcină cu parte reală nulă pentru care celula 
jordaniană are dimensiune mai mare decît 1 apar termeni în t care fac ca 
soluţia să fie nemărginită ; aceşti termeni sînt numiţi uneori termeni secu- 
lari. Dacă toate rădăcinile au părţi reale nule şi forma normală e diagonală 
soluţiile sînt mărginite pe toată axa. În acest caz soluţiile sînt în general 
funcţii aproape-periodice. 


3 6. FUNCŢIA LIAPUNOV LA SISTEME LINIARE CU COEFICIENŢI  CONSTANȚI 


Să considerăm o formă liniară (a, x) şi să vedem ce condiţii tre- 


buie să verifice vectorul « pentru ca za (ăi Z) = 1 (a, 4), z fiind soluţie 


a sistemului (3) cu matrice A constantă. 
Avem 


Ala, 2)= (e i = (a 40) =(4*aD=0a0) 


Dacă A*a = Aa deci dacă a este vector propriu al matricii conjugate a 
matricii A şi A este valoare proprie a matricii A, atunci relaţia este sigur 
verificată. 
Să vedem acum în ce condiţie există o formă pătratică V de forma 
dV 


V=(a, a) (6, z) să ie = AV. Avem, z fiind soluţie a sistemului, 
ul 


dz dz 
N = (o 34)e 2) + (o DB] 40 (6 2) + (a, 2) (B, 42) = 
= a, 2) (8, 2). 


Această egalitate este verificată dacă A = 1, + 12, unde A, şi A 
sînt valori proprii ale lui A iar a şi f sînt vectori proprii pentru A*. Să 
vedem acum cum se exprimă condiţia generală ca să existe o formă pătra- 


tică V = (Br, 2) astfel ca = AV. 


Avem 


dV dr dz 
— =182—,z + [Ba a) BAa, x Ba, Ax) = (BAz, 2) + 
ip | 2) de ( 32) + (Ba, Ax) = | > £) 


+ (A*Ba, z)=— ((BA + A*B)r, a). 
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Condiţia 
AY op 
di 
devine 
(BA + A*B)z, z)=(ABr, 2) 
Şi deci 


BA +A*B=B, 
sau 
BA+A*B—1AB8=0. 


Această ecuaţie poate fi considerată ca un sistem liniar în elementele 
matricii B ; sistemul admite soluţie nebanală dacă şi numai dacă determi- 
nantul D(2) este egal cu zero. 


Am văzut însă că dacă A e de forma 1, + 72, unde i, şi 1. sînt valori 
proprii ale matricii A există forme V cu proprietatea dorită. Dar gradul 
ecuaţiei D (1) = 0 este egal cu numărul valorilor de forma 1, + A, şi este 


n(n + 1) 
2 


egal cu - Rezultă de aici că valorile de forma 1, + 1. reprezintă, 


toate rădăcinile ecuaţiei D(1) = 0, dacă sînt distincte. Dacă aceste numere 
nu sînt distincte raţionăm în felul următor. Fie 1* o rădăcină a ecuaţiei 
D(A) = 0 care nu este de forma 2, + 72, a« cea mai mică distanţă de la- 
A* la numerele de forma 7 + 72; printr-o modificare suficient de mică a 


masricii A putem face ca numerele ?, + 72 să fie distincte şi să difere de 


numerele 1, -+ 7, cu mai puţin decît Fi iar 1* să difere de A* cu mai puţin de Fi 
Rezultă că 1* coincide cu unul din numerele ss + Î, ; avem 


x = |A* — (Aa da) SA — 31| — (aa d) FA ki) — 
i i o 
(A f i in carele li ta 


ceea ce este contradictoriu. Prin urmare în toate cazurile rădăcinile ecuaţiei 
D (A) = 0 sînt toate de forma 1, + 72; rezultă că dacă rădăcinile 1, ale 
ecuaţiei caracteristice a matricii A sînt nenule şi toate sumele 3; + 7, sînt 
diferite de zero vom avea D (0)=£ 0. Dar de aici va rezulta că pentru 
orice formă pătratică (Ca, z) există o formă pătratică (Bz, «) astfel ca 


E (Ba, z) = (Ca, 2). Într-adevăr, î- (Ba, 2) = ((BA + A*B)a, 2) 


şi obţinem condiția BA + A*B = 0. Considerat ca un sistem liniar în 
elementele matricii B, acest sistem are soluţii oricare ar fi C dacă și 
numai dacă determinantul sistemului este diferit de zero ; dar acest deter- 
minant este chiar D (0) care în condiţiile noastre este diferit de zero. Se 
vede acum că forma B rezultă în acest caz unic determinată. 
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Din forma generală a soluţiei sistemelor liniare cu coeficienţi con- 
stanți se vede că soluţia banală a sistemelor liniare cu coeficienţi constanţi 
este asimptotic stabilă dacă şi numai dacă rădăcinile ecuaţiei caracteris- 
tice a matricii A au părţi reale negative, În acest caz condiţia formulată. 
mai sus ca D (0) =£ 0 este evident îndeplinită, deci forma (Bz, 2) există, 
oricare ar fi (0z, x). Să arătăm că dacă (0z, x) este o formă pătratică, 
negativ definită, atunci forma pătratică (Bz, z) este pozitiv definită. 
Într-adevăr, fie a, £ 0 astfel ca (Ba, 2) <o0. Din 


d 
(ne (30, 2), z(î; 0, 2)) = (Cat; 0, o), z(t; 0, 20)) <0 


rezultă că pentru i, > 0 avem 
(Bz (o; 0, 20), 2(b; 0, 2) <0. 


Pe baza teoremei de nestabilitate soluţia banală a sistemului (3) 
ar rezulta instabilă, ceea ce contrazice ipoteza. 

Prin urmare, am stabilit, cu mijloace nealgebrice, următorul fapt 
algebric : Dacă valorile proprii ale matricii A au părți reale negative, oricare 
ar fi matricea C negativ definită, există o matrice B pozitiv definită unică 
asifel ca 


BA + A*B =. 


Prezintă interes demonstraţia pur algebrică a acestei propoziții. 
Asemenea demonstraţie a fost dată în 1956 de W. Hahn folosind forma. 
canonică a matricilor. 


$ 7. TEORIA STABILITĂȚII DUPĂ PRIMA APROXIMAȚIE 


Una din problemele centrale ale teoriei stabilității este următoarea. 

Presupunem că avem de studiat stabilitatea soluţiei zg(t) a siste- 
mului (1). Conform procedeului descris încă de la început trecem la sis- 
temul de ecuaţii al mișcării perturbate. Punem 


y = — ol) 


Şi obţinem 
SU — ef, ft, a) fu + za) Ji a) = 


0 
Le ay totiyl) 


E Pi 


Am notat cu S. matricea Dl. 
0a ZX; 

În mod firese se pune problema neglijării termenilor de forma 

0 (|y |); practic, așa se şi procedează în majoritatea cazurilor. Justificarea 
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acestui procedeu este dată de teoria stabilității după prima aproximaţie. 
Teorema fundamentală a acestei teorii arată că dacă soluţia banală a 
sistemului liniar de primă aproximaţie este uniform asimptotic stabilă, 
neglijarea termenilor de grad superior în studiul stabilităţii este admisă. 
TEOREMA 1.7. Considerăm sistemul : 
dy 


az ARE Y 
=? Aldy+Yi(iy), (4) 


/ 
unde A (î) este mărginită (sau mai general | LA (u)|ldu = o (tt — s)) și 


| Y (î,y)| <e|yl pentru |y| < h, e fiind o constantă suficient de mică. Dacă 
soluția banală a sistemului liniar de primă aproximaţie este uniform asimptotic 
stabilă, atunci soluția banală a sistemului (4) este uniform asimptotic stabilă. 

Demonstraţie. Fie y (i; tos y) o soluţie a sistemului (4). 

Fie (V (1) z, z) forma pătratică construită pentru sistemul (3) pe 
baza teoremei 1. 6“, cu W(t) = E. Vom demonstra că această funcţie 
îndeplineşte în raport cu sistemul (4) toate condiţiile din teorema 1.5. 
Pentru aceasta avem de dovedit numai că 


(V(D y(f-th; tos o)» 9 (Eh; fo 90))—(V (Du (î; to, Yo), Y(t; lo. Jo) 
E cl 0» Yo 0 Ă 0» Yo)» Y 00) ctlutt:touo)|). 


Fie 
V* (= (V(y(tito Yo), vit; to Yo))- 
Funcţia V* (t) este chiar derivabilă şi avem 
adV* (+ dy (îi dV 
(Vito) a) + [e Wtf) tion) = 
=—2(V (€) y(t; to; Yo), A (Dutt; tos 90) + 2 (V (0) y(t; to; Yo), FIE, y (£; tos Yo)))+ 


dV 
+ re to» Yoh Ylt; lo yo)). 


Considerăm soluţia z(u;t,y(t; to; Yo)) a sistemului (3) și fie 
V** (u) = (V(u)z(ust,y (îs to; Yo), z(uit, ylti lo Yo))) 
Conform celor stabilite în teorema 1.6” avem 


dV** (u 
Aia ci, = —lz(us;t y(ti to» Yo)) 2. 
du 
Pe de altă parte 
dV** 
ai = 2 (V (u)z(u;ty (î; to; y90)), A (u) (ut, y (d to Yo))) + 


dV 
+ du (ut, y(t;to Yo) L(ust, vit; to Yo)))- 
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Rezultă 
2 (V (u)z(u;t, yitito yo), Al(u)z(ust, y(ts to yo))) + 
> E zu; top; too), 2 (u;ty (î;ta 3) = — lu; by; toyo)k. 
Această egalitate devine pentru u =! 
2707 (05 to 4009 (itp) + [Soto vot în D) — 


= — 19 (tit Yo)l?. 
Folosind acest rezultat, deducem 
dV* 
Faina ly (£; to 90) 2 + 2(V(yti; tos Yo); Y (6 9 (î; to; Yo)))- 
Avem 
1V (0y (3 to; Yo) FX (6 y (£3 to 90)) |SMlylti todo) F(tyl; to Y0)) |. 


Presupunem ce < 7 Şi Vol < | h. Atunci, pentru valori tt 
destul de apropiate de t, va rezulta |y (£; to; Yo)| <h; pentru valorile 
1 pentru care |y(î; to; Yo)| <h, 

1 
|V (î)y (fs too), F (by (fs to Yo) S Me ly (î;to yo)? < 7 Ii: to» Yo) |* 
deci 
dV* 
di 


De aici rezultă însă că V* (î) descrește, deci 


V* (6) <V* (to) = (V (o) yo; Yo) <M lyol: <uh? 


1 
< — 19 lo Yo) |?. 


Şi din 
V* (0 >u lyl(tsto, Yo)? 
rezultă 
[y (î3 to; Yo)? <Rh2. 
Fie 7 astfel ca 
y (Tito yo0)l =, ly (stay) <h pentru t, <i< 1; 
din calculele de mai sus rezultă 
ly (Ti to; Yo) |? <h3, 


deci existenţa lui 7 este contradictorie. Rezultă că pentru orice t > to 
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+ 


1 
avem |y (£; to; Yo)| <h deci ZA < e DU (£; to Yo)|2. Teorema este 


demonstrată. 

Teorema 1.7 poate fi demonstrată şi prin altă metodă, mai simplă, 
care nu foloseşte metoda funcţiei lui Liapunov, ci se bazează pe unele con- 
siderente specifice din teoria sistemelor liniare. Fie y (î; to; yo) o soluţie 
a sistemului (4). Avem 


dy(t;i 
SS tarde) = A (0y (îs to; yo) + F(by(tsto,y0)). 


Considerind pe Y (î, y (î; to; Yo)) ca o funcţie dată det, aplicăm 
„formula variaţiei constantelor” stabilită în $ 3. Rezultă 


i ; 
(65 ta 90) = Citita) ti C(ess) 7 (evit va) de 
a to 


Deoarece prin ipoteză soluţia banală a sistemului (3) este uniform 
asimptotic stabilă, ea rezultă exponențial stabilă, deci 


|C(t; îo)| <Be-et. 
Rezultă 


ţ 
yes too go) | < Bec ya] +) Be-a-0Y (5, y(s to, 90) | 43. 
e lo 


Pentru toate valorile t cu proprietatea că i, < s <t implică 
ly (s; to; Yo)| <h, rezultă 


i 
ly(î; to; Yo)| < Bet |y,| + Be-a«l| c e*|y(s; to; Yo)| ds. 
AR 
Fie 


u(t) = e“ |y(t; to; Yo)l. 
Avem 


u(t) < Bu (h) + Be ( u(8) ds. 
. to 


Pe baza lemei 0.6 (consecința 2) rezultă 


u(t) < Bu (0) et-b, 
deci 
e“ | y(f; to; Yy0)| < Be ete], |. 
De aici rezultă, 
|y(î; to» Yo)| < Bel to || 


* O [Y L 
Dacă c < sa IO Uli în orice caz 


y(î; to; 90) <Blyel 
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deci dacă |y,| < = (vom presupune B > L) relaţia 


ly(t to; Yo) <h 


va rezulta adevărată pentru orice î > te. 
Dar atunci, pentru orice t > to, rezultă |y(t; to, yo) | > Beat || 


cu a, = a — Bec > 0 şi deci soluţia banală a sistemului (4) este exponen- 
țial stabilă. 
Să observăm că în această demonstraţie nu se mai folosește faptul că 


Awad cot=s); 


în demonstrația precedentă acest fapt intervenea pentru stabilirea pro- 
prietăţilor funcţiei (V (1) z, z) din teorema 1.6”. 
Vom pune acum în evidenţă unele generalizări ale teoremei 1.7. 
Am văzut în treacăt în $ 2 că dacă 


f(t z)]sL(r) |z| pentru |z| <r 


şi dacă soluţia banală a sistemului (1) este uniform asimptotic stabilă 
Şi în plus 


|z (î; to; Zo)| <V(t—to)lzl, 


stabilitatea este exponențială. Demonstrația s-a făcut cu ajutorul con- 
struirii unei funcţii Liapunov de forma 


+7 
V (t, z) | la (ct, 2) |2dr. 
RU; 
Prin urmare, dacă f îndeplinește condiţia de mai sus şi soluţia banală 
este exponențial stabilă, există o funcţie V cu proprietăţile 
d l 
ulePsV(ia< Mle, PALAU, Dl; to» 2o)) s — 2 Ibatu 10) |?. 
Vom presupune în plus că 
If, a) —J(t 2)l <Li(rla — a |pentru la, | <r, [za] <r 
şi vom arăta că în acest caz există o constantă K astfel încât 
|V, 2)— Via) | SE (la 14+ | 22|) |za— Za pentru |, | <3o, 2] <ă. 
Avem 
zu; î, 2) = at fe als; î, 20) ds; 
RL: 


dacă |z,| < 5 (r) rezultă 
las; î,a)| <r 
deci 
| fis, z(s; î, 2))| <L(r) |z(s;t, Z.) |. 
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Rezultă, pentru |z,| <5(r), 
lau; î 20| <lail + Lir) e; t, 2) | âs. 
A 


Conform lemei 0.6 (consecinţa 2) rezultă 
|z(u;t, a) <lzleve+, 
deci 
|z(u;t, z)| <lazle? 

pentru t<LuSi+ 7, || S5(r). 

Mai departe 
(zu; 2) — au; 20| <Î Las ta) — ass, 20) ls + la — aj 

RU: 


dacă 
lz,| < 5(r), lz,]| < 37), 
deci 
lz(u șî, az) — z(ust, | Sla — let?” pentrat Cu <i+ 7. 


Folosind aceste evaluări, deducem pentru |z,| < 5(r), || < 5(r) 


IV 2) —V zl =1 leu: aan (latu: t a) Paul = 
. î ţ 
SE | aut 20| + latu, 2 DUzust dlui zhăul < 


t+T 
<| (jz(ust, 2) + lz(ust, 22)l) la(ust, 2) — put, a) |ldu s 


7 
<| (|z,|e?z” +| x, |e?2”) | a, — zale?2” du = 
A, 


= Tetn(| a, | + 22) ln — el. 
Punînd 
K .: Ter Lir) 
rezultă 
V(t 2) — Vi 2) < Kat la) la — al. 

Putem demonstra acum 

TEOREMa 1.7. Dacă |f(î, yu) — f(6 92) <L(r)| y, — al pentru 
yu <rlyal <r și lg(ty)| <a (r)lyl| pentru ly| <r si dacă L. (7) 
este suficient de mică, atunci din stabilitatea exponențială a soluţiei banale 
a sistemului (1) rezultă stabilitatea asimptotică exponențială a soluției 
banale a sistemului 

dy 


SF FU, 9) + gti, 9). (5) 
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Demonstraţie. Fie y (v; t, y) o soluţie a sistemului (5)cu|y| < î 
Avem 
y(o;ty)=y + f Lu lui, mau + glu, yu; t,y)l du, 


deci 
noi pisi ri Limasoplaur i Dimas plan 
pentru toate valorile i < o astfel încît dacă î Zu Co să avem 


ly (u; î, 9)| <r. Rezultă 
ly(o;t y)l<lyl săi iai pentrut <o<ti+h. 


De aici rezultă că dacă | y | < î şi h e suficient de mic, |y (u;t,y)|<r 


pentru At t Lu So şi inegalitatea e adevărată pentru orice v cu 
iSosSt+ A. 


Fie z(v; t, y)o soluţie a sistemului (1). Avem 


y(o; t,y)—zbwit, D= y (us î, 9))—f (u, zi(ust, 9))l du+ 


+ 9 (u, y(u; t, y))du 
ț 
deci 


Iov zibpl<| Li ly (u;tpldu+ 


+Î Lily us 69) us 6 du Sh, (seen lg] + 


AL; 
+ Lin pui) — tu te pl du. 
Rezultă Ă 
y (0; 69) —zlo;ty)l RL (r)e norro eso || 
pentru tLot-+h. 
Ținînd seama de aceste evaluări deducem 
IV(t+ hy(trhity))—V(trhz(t+hist,y))ls 


it - K (e(Ln+ Dn (7)) | y | + en (r) | y |) h Ii (7) e2hL (7) +h Di(r)| , | 
ec 


|V (trhy(t+hit,y)—V (t+rh,z(t+h; t,y)) | S2KL (r)e Pr totho|y 2. 
De aici rezultă 


ET AR A Ca nel 35.) Mat i IA d Y)] <2KL, (r)ly |. 


10 + h 
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Avem 
lim sup Yi fo 9 (Et hi too] — Y [i y (6; tos Yo)] — 
h—0+ h 
— lim sup Pag Er hi ap i n vot) lg 5 tm po) < 
h—0+ 


< tim sup VL by(t-rh ; by (î5 tos 90))]— VP [ih (+ h st (5 to 90))] 


h-30+ h 


V[i+h,z(t+h;t,ytiite, Yo))] — V [in y (îs too 9o0)] a 


h30+ h 


1 
2 KI, (r)|ly (i; to, Yo) 2 — gi (£3to; Yo)? 


dacă |y(t;t03%0)|S E + Fie L, (r) suficient de mic pentru ca 


1 
In (7) < 3F 3 
rezultă 
lim sup V[i i i h,y (i e h ; o Y0)] i V[i,y(t;to:Y0)] < 3 ly(t; to, 10) |? 
1=90+ h 4 


dacă |y (1; to; Yo) E - Rezultă de aici că V [î,y (î; to, y)] este descres- 


cătoare deci 


ul (£5 too) 2 SV [Lig (î; tos yo) SV (tos yo) <Mlyl? 
fu 
2 


ie deci funcţia V (î,z) construită pentru sistemul (1) pe baza pro- 


deci dacă |y, | < rezultă că pentru orice tt vom avea |y(£ ; to;y0)|-< 


prietăţii de stabilitate exponențială verifică pentru sistemul (5) toate 
condiţiile din teorema 1.5. În acest fel teorema 1.7” este demonstrată. 
Vom da şi pentru această teoremă încă o demonstraţie, bazată pe o 
idee principial nouă, datorită lui Barbaşin. Vom presupune că 
9 (î, 2) — 9 (6 yu) < L (7), — ya | pentru lg] <r, ya <r. 
Ca mai sus vom scrie 
t 
Y(î3 to» Yo ) — (ti; to» Yo) = (f Lu, 9 (u ; 0390) — fL(u, z(u 3 0390) du + 
le 
t 
ză (7 [u,y (us to Yyo)]du =| (flu y(u tos Y0)] —f Luz (us toyo) li du + 
«'Îo “lo 


| atu, 2 (uite) au. 


“lo 


t 
” (9 (4, y (u; to; y90)]—9lu, zu; tos Vo)])du + 
ă 
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Rezultă 


ţ 
9 (it y0)— 2(tito90) | < Dr) Bl e lyeldu + 
« lo 


t 
+ 2 L (r)]y (u ; to, Yo) a e (u ; to; Y0)| du 
« to 


deci 
L(rB  2L(n t—to) 


ly(£;t0Y0)— L(t;t0,Y0)| SL a e |yo| 


pentru toţi î>t, pentru care 


(A [A i, 
(its) | sp» |z(u;t, Yo) se dacă t, Zu St. 


Fie <> 0, |y| Si D= Î n 4B și L, (r) astfel ca 
O 


Avem 


|z(u;toy0)| Be” yo < Big < <a dacă e <-: 


Mai departe, pentru acei î, < ii + 7 pentru care 


Ț 
9 (i lo) | s-a tou Si 


rezultă 
€ 


|y (4 ;t03Y0) — £(u;to3Yo)l < 3B 


L 7) DB 27 L (r) 1 
Se yo] < 2-a < 


deci 
ly (4 ;t0;Y0) | <lz(u;to,90)] + [y (43 to; 90) — (uta, Yo) 


€ € € ? 
< Be -%4-h) ———  L— FF —— < e —: 
ăi gal + 8B 2 8B o 


Rezultă că|g (ui; too) | <— pentru te Cu Ci, + T şi în plus 


| (45 tos Yo)| Se pentru tout, + 7. 
Mai departe 


a  € € € € € 


Iy(to+ Tito) <Be n —— + — = 


2 TL(r) 
In (r) B 5 < 
O 


3 
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Considerăm acum intervalul i + Piti +27; în loc de yy 
vom pleca cu valoarea y (i, + 7; to; Yo) pentru care am stabilit evaluarea; 


e 
ARIE C/ ANA < 
7 (î ; to; Yo)| 4B 


este luat de--) conduce la |y (î; to; y)] < 23 pentru b+ PIC +27 


- Aceleaşi calcule ca mai sus (în care rolul lui e 


gily (+27; tev)|< ză Continuînd în același mod se capătă 


€ 


pentru to + n? <i Li + (n + 1) 7 evaluarea |y (t; în, yo) < 


ODn+l 
Rezultă în orice caz că dacă |yp| < a avem lv (î; to; Yo) | e 


pentru orice î > to. Dacă |yo | < re rezultă | y (£; to yo) < ră 


+2 
to + nI<ISt +(n+1) 7.Fiet > i, ;există m>1 astfel cat» +(m—1) 7< 


1 
<t<t +mT; atunci mT>t—t, m > (tt), 2" > Da, — < 


pentru 


1 
< 270%. Dint>ty + (m — 1) 7. rezultă 


1 
——U— to) 
T 


P l 
|y (î;t0Yo0) | < — 


<L3 
2 Om 2 


1 
luînd a = 3 In 2 avem 2 = e*:7, deci| y(î; to; Y0)| < emit, ceea 


ce dovedeşte că soluţia banală a sistemului (5) este exponențial stabilă. 

Vom demonstra acum o teoremă de stabilitate după prima aproxi- 
maţie, valabilă numai în cazul cînd sistemul de primă aproximaţie nu 
depinde explicit de 1; extinderea ei în cazul general este încă o problemă 
deschisă. "Teorema a fost demonstrată pentru prima dată în 1951 de 1. G. 
Malkin. Alte demonstraţii au fost date de J. L. Massera şi N. N. Krasov- 
ski. Aici vom da o nouă demonstraţie bazată pe unele rezultate subliniate 
mai înainte. 

TEOREMA 1.7'”'. Considerăm sistemul 


dz 
dt 


unde X (kr) = hk” X(2),]| R(t,2)| <Ly|z |", fiind o constantă suficient de 


=ă (2)+ A(t,2) (6) 


mâcă. Dacă soluția banală a sistemului 


ES 4 (2) este asimptotic sta- 


bilă, atunci soluția banală a sistemului (6) este uniform asimptotic stabilă. 
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Dă 


Demonstraţie. Considerăm sistemul 


_| 22 pentru l2| 20 (7) 
dr 0 pentru |2|=0. 
Fie 2 (7; To» Co) o soluţie a sistemului (7), 
ţ (1) =| PNI 
“0 |2(4;7o%o)l”! 


r (î) îuncţia inversă corespunzătoare. 


Fie 
y (î) = 2 [7 (î)3 Too 20] 
Rezultă 
d d dz (6) _ Xele(iroozo]] 1 _ 
Psi = — ț): 2 : i ZE 
ȚEL a Mm pă sta LL ăl ze (0); ze, col: dr) 
dr 
= A [a(7 (1); To %o)] 


deci 


dy (î) 
= A (y()); 

î- (7 (£)); 

în plus y (0) = 2o, unde tb, =t(7o). 
Deoarece am presupus că soluţia sistemului omogen este asimptotic: 
stabilă putem scrie 
ly(£)] <x(1lzl)y(t—t), 
deci 
2 [7 (î); 70 %]l< x(l2])b(t— to). 


|2 (73; 705 20)| < x(1lzo)ly(t(7) — î(70)) = 
= zUzbe[f RENEI EN: RONNIE du): 


m 12(45;T05%o)l”! 


Rezultă 


Dar deoarece 2 (u; To; Cp) e mărginită, rezultă că 
1 î 
PIE > 1 > 0, deci | 2 (7 ;70; %)| SS x (lo) b((7 — 10))= 
|2 (4; 70320)| 
= 3x(lzol)Y* (rc — To) 
unde v* (7) este monoton descrescătoare şi 


lim V* (r)=0. 


Yo 


Din această evaluare rezultă că soluţia banală a sistemului (7) este 
uniform asimptotic stabilă, deci pe baza unei observaţii din $2 este expo- 
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nenţial stabilă. Fie acum z (; to, 49) o soluţie a sistemului (6). Punem 
l 
7 (t) =| |z (3 to; 2o)|” "du; 
0 


fie t(n) inversa acestei funcţii şi 


y (7) = z(t (7); tos 20). 


Avem 
= D200) itas a) te) = 
= (X eter) tos) + Boz) it, 2) = 
dt 
= (IX [2000 5 top 20)1+ BI), 2(0(0)t0 00) — = 


|z(t (7) to; 2)” 
Xly(0)) REGI. 
ly (0) m Iy(7) |: 
Rezultă că y (7) verifică sistemul 


dy AX (9) Bitch) dacă |y|-£0, 


dr Oy: A aaa, 
E PR E Ea 

au 
Din 

|R(4,y)|<ylyl” 
rezultă 

RU 

cra <ylyl. 


Deoarece soluţia banală a sistemului de primă aproximaţie (7) este 
exponențial stabilă, putem aplica teorema 1.7” şi rezultă că soluţia ba- 
nală a sistemului în y este exponențial stabilă, deci 


|y (7)| < Be-*0 "a |,ro = T(do). 


Rezultă 

Iz(î(7);to; 2o)| SS Be-**-% |a,| 
sau 

lz(t; to, 20) | Bea 0-7 o) |, | 
deci 


SE |z (u:to, zo)| PL du 


le (î;to;20)|<Be Je lo |. 
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Dacă pentrut >co,r(î)—> Te <oo,atunei soluţia 
y (7) = z(t(7); to; £o) 
nu ar fi prelungibilă dincolo de ra deoarece pentru 7 —> Ta avem îi — co. Dar 
soluția y (+) este prelungibilă pentru orice z, deci obligatoriu ra = oo. 
Rezultă că integrala este divergentă deci are loc stabilitatea asimp- 
totică. Teorema este demonstrată. 


Să punem în evidenţă caracterul stabilităţii asimptotice pentru sis- 
+emele omogene considerate. Presupunem m>1. Pentru sistemul 


X (2 
dz _ ar În 2120 
dr 0 2 —0 


stabilitatea asimptotică este totdeauna exponențială, deci 


|z (7; 70; 29) | SL Bea 7 lz |, 
deci 
| (î 3; to» 2o)| SL Bear — rit) |z]. 


Să evaluăm pe |2 (7; To; Zo)| „Avem —z(5: 1055) = Z (2 (7 370; 2o)), unde 
T 


am notat 
ă (2) 
Z (2) = Vama? 21-40 


(20300 00), 2 oz(5i30520) = (2(7570, 20)» Z(2(7; To 20))). 


Dar Z (2) e omogenă de gradul întîi deci |Z (2) | < L|2|,unde L = sup |Z(2) |. 
Iz|s! 
Rezultă 


1 d 
—— 2(75 7042) LI 20047050 
PA 0 20) |* <L|2(7;703%0)|*, 
deci 
E RE. io ale 
—— n 2 (770%) |? SL, — nlz(r 705% |2 > —2L, 
|2 dr | dr 
In | 2 (770320) |2>—2 L(r—r0) + ln | |?,| 247703 29)]2>e20-%|,]3, 
deci 
|2(7;7032%0)]| >e-Z0-%|a], |2(7;705 0) |m1>e PD ja mi, 


l 


atat i i ie E i e pm p(m— 1) L (T— To) 
iaz i ap 
2 (7 3 To %o) 0 
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Rezultă 
di (2) a mall aa em 1) L(r-7o) 
d- [za |”: 
deci 
filetat E a em 1) L(%-7o) d zeu 
idea, de 
e, 1 ( an-vzoaa = d (Gl D570) SI 1). 
o |"! Jo (m —1)L|a|m- 
De aici 
1+ (m — 1) L| o | (6 — tg) Lem-bLr-7o 
1 
[1-+(m—1)L|ag |n (t —3)] <eim-vr-ro 
Ll +. (m — 1) L!% A (î — 0) £ <Q e(m-D a (7-70) 
deci 
e—(m-1)a(T-7To) E «aj 1 
Rezultă [1 + (m—1) Dol)” 
Zuita 


Era Bn-i m-1 
|y (65 tos a0) | S Brie ma-ta mi S ză 


[1 ++ (m—1) Lg (64917 
sau 
y (£;to;2o0)|<B(I1+ (m —1)L|z|m(t—t)] m aj= 


= B[| e |-m-b + (m—DL(t—h9) 2" a] 
Krasovski a demonstrat că dacă soluţia banală a sistemului 


dy E 
a e VU 
dt (4,9) 
verifică o evaluare de acest tip, atunci se poate demonstra o teoremă 
de stabilitate după prima aproximaţie de tipul teoremei 1.7”'. Este însă 


o problemă deschisă dacă o asemenea evaluare are loc întotdeauna pen- 
tru sistemele omogene. 


ai e d 


Vom stabili acum unele teoreme de stabilitate după prima aproxi- 
maţie cu caracter mai puţin general, dar care se pot dovedi efective în 
diferite cazuri concrete. 

PROPOZIȚIA 1. Considerăm sistemul 

dz 
TI = A(b)z+ă(z,t), 


unde |ăX(z,t) | <%(0)| |, pentru |z| Se. 
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Dacă există o matrice G (î) autoadjunctă şi pozitivă (adică astfel încât 
forma ermitică (Gz, z) să fie pozitiv definită) astfel încît 


| ax +20 4 Jar — cs, 


atunci soluția banală a sistemului este asimptotic stabilă. 

Afci (a este cea mai mare valoare proprie a matricii A +G-AG-+ 
+ G-1A*G, iar? și A sînt respectiv cea mai mică și cea mai mare valoare 
proprie pentru matricea G. 

Demonstraţie. Fie 


(i) = (G(z(t; tos 20), Z(t; to; 2o)). 


Avem 
d dG 
SI = [ge at: to; 20)» (ti; to; 2o)) at câ Ap at; to; o), £(t; tos 2o)) + 


+[ew z(t; to; mă atita) z(1 3 to ; Co) at; to) + 


(G(t) Alt) z(t;to, o), (i; to, 2o)) + (G() Ă (z(t; to, Zo)s (i; tos 2o)) + 

+ (G() z(t; to, 20), A(î) zi to 2o)) + (G(6) z (î; to, 20), X (2 (î; to; 2o)st) = 

= (4 (£) 
d! 


L(î; to; o)» elit; lo; 20)] + (60) 40) zt; to» Co)» £(L; lo; Zo)+ 


+ (4* (DG(î) zf; to, 2o), 2(t; to; 20)) + (G (0) X(z(t; to 2), î), zii; to 2o))+ 
+ (G(0) z(t; to; 2), X(z(t; to, 2), 0) = (Q(b)z(i; to; Do), P(ti to; 2o)) + 
+(G(î) X (z(t; to; 2), tt; to Lo) +(Gi(t)z(t; to; 20), A (zii; tos 2), t)), 
unde am notat 


00) E + aaa 
Avem 
E _„ dG S 
G10QW = rare'ae, 


deci q„ este cea mai mare valoare proprie a matricii (-! Q. Avem 
(Qz, 2) < du (Ga, 2)') 
*) Într-adevăr, să considerăm funcţia (Qx,r) dată pe (Gr,z) = 1; deoarece (Gx,r) =) 
e compactă, există Ay= sup (Qzx,z). Conform teoriei generale a extremelor cu legături, punctele 
(Gx,x)=1 
de maxim verifică relaţia-2- ((Qx,x) — (A Gr,r)) = 0 deci (Q — A G)z = 0; această ecuaţie 
z 
are soluţii nenule numai dacă det (Q-AG) = 0. Dar 
det (Q-AG) = det G det (G-1Q-AE), 


deci A verifică ecuatia det (G-1 Q-A Ey = 0 deci e valoare proprie a matricii G-1Q. 
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De asemenea, se demonstrează imediat inegalitatea 


(Ga, y) + (Gy, 2) <2 VGz, z) (Gy,y). 


Ţinînd seama de aceste inegalităţi rezultă 


E <av +2 jE(GX, X). 


Dar 
(GX, X) <A (LI) <A (ao) = A pa (a, a) < A pa Gr, 2). 


Prin urmare 
TE au Eratp]|A 
di] > * A? 
deci 
de <[ae+ 25 || 4) E. 
Rezultă 


t TA 
Qp+28 || A dt 
E (î) (Ga o) dul E: . 
Pe de altă parte, 
&(î) = (G(t) z(t;to; 20), Z(t; tos Zo))>Alz(t; tos 20) 2. 
Rezultă 
se 
ap+2B|/ A] at 
A(£) |z(t; to; 20) |? A(to)| Ze |? del +) 
deci 
1 (t RR 
Ai i loyr28V/ Ala 
|z(t; td a) <A e) (e |) Ia |. 
A (1) 
ca ae 
Dacă 1(î) > 2, > 0 şi dacă | (E + 2; ES — —oo cînd t— oo, 
e to 
soluţia banală rezultă asimptotic stabilă. Dacă în plus 
: i 
| (ae + 2 p ja)u< — a(t—t) 
« to A 
stabilitatea este chiar exponențială. Teorema este demonstrată. 
Să considerăm un caz particular important. Presupunem că Ae 
Dacă zy e punctul de maxim, x este vector propriu pentru G-— 1 Q, deci (00,20) — A (Go) = 
= 0; cum (Go, 29) = 1 rezultă (Qxo, 19)=), deci Am este valoarea proprie a lui G-1 Q cores- 


unzătoare lui x. Cum valoarea (Qx,7r) este maximă, rezultă PY, = . De aici rezultă imediat 
0 0:-*“0 M M 
evaluarea scrisă. 
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constantă şi că forma normală Jordan corespunzătoare este diagonală. 
Fie C matricea care aduce pe A la forma normală Jordan G=C0"*C. 


Atunci G-1Q0 —A-+G AG = A+ 0101 A" C*0 


Şi 
OG 10 1— 0AC-1—+ 0" 1 A7 0* = 0CAC- 14 (0A0-I). 


Rezultă că valorile proprii ale matricii CG-1 QC-1 care coincid cu 
cele ale matricii G-1 Q sînt tocmai dublul părţilor reale ale valorilor 
proprii ale matricii A. Presupunînd că părţile reale ale valorilor proprii ale 
matricii A sînt negative şi notînd cu —d pe cea mai mare dintre ele, 
condiţia din teoremă devine 


A situ ata 


Semnificaţia acestui rezultat este următoarea. Se ştie că dacă ma- 
tricea A are valorile proprii cu părţi reale negative, soluţia banală a sis- 
temului liniar de primă aproximaţie este uniform asimptotic stabilă, deci 
funcţionează teorema de stabilitate după prima aproximaţie. Rezultatul 
de mai sus permite evaluarea lui f astfel încît stabilitatea să se păstreze ; 


de exemplu, presupunînd că f este constant, obţinem evaluarea B<d | : 


În sfîrşit, să observăm, că metoda folosită ne-a condus nu numai la o. 
teoremă de stabilitate după prima aproximaţie ci şi la o evaluare a soluţi- 
ilor. Alegind convenabil matricea G se pot obţine formule tot mai precise de 
evaluare a soluţiilor. 

PROPOZIȚIA 2. Considerăm din nou sistemul din propoziţia precedentă. 
și presupunem 


| B2(t) di <oo. 
Dacă soluţia banală a sistemului 


dy 
—— = At 
d (£) y 


este uniform stabilă, atunei soluţia banală a sistemului dat este uniform- 
stabilă. Dacă soluția banală a sistemului 

dy 

—— = A( 

PF () y 


este uniform asimptotic stabilă, atunci soluţia banală a sistemului dat este 
uniform asimptotic stabilă. Aici se presupune că 


| LA (u) |du Lott — o). 


«io 
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Demonstraphe. Vom demonstra această propoziţie în două feluri. 
Prima  desnonstrație se bazează pe construcţia unei funcţii Lia- 
punov. 

Din ipoteza de stabilitate uniformă rezultă |C (t, s)] <M, deci 

ly (3; to; Co)l SM || pentru toate soluţiile sistemului liniar de primă 
aproximaţie. Fie V (î, z) =sup  |y(t+o; t,x)|. 

Avem V(t, x) > |ze| “>, V(t,z) <Ml|el|. Mai departe 


Ily(t—oc;t,2) lL—ly(t+o; l, Z2)|| Su + o;t, WU — 2) | <M |a,— 2 | 


(am folosit lintaritatea sistemului de primă aproximaţie). 
Rezultă 


ly(t+o;t, 2)l Sly (t+o;t, 23) | + M|a—tal, 


deci 
Via) <V(t,x2)+M |a—aa. 
La fel 
V(t, a) Vii, 2) + M ja — al] 
deci 
| Vi, 2.) i Vi, Xa) I< M |z, zi Za |. 
Funcţia 


V"(t) = V(y(t; to, 2o)) 


este monoton descrescătoare (vezi teorema 1.2”). 
Avem 


a(o; t, 1) = 2% + | (A (u) z(u;t, 20) + X(a(u;t, 2), u)) du 
ul 
Pentru |z| < rezultă, dacă îi Lo Ct+h şi he suficient de mic, 


la (0; 2) | lol al, (A (u) |z(u; i, 2) | + B(u)lz(u; i, 2) du 
deci | 


(tal Bee pău 
z(e;î, zo)l<|zl|e 


Mai departe 


L(v;t, 2o)—ylv;t, 2) =0 4) [z(u; d, do) —yl(u; t, do)ldu + 


ţ 


je | A (z(u;t, 20), u) du. 
Li 


e 
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Rezultă 


t 


th R t+h 
ţ (| A (w9l+ Bă u)) du | 62 (u) du + 
|z(v; î, 20) —y(v; t, 2) Slzl e A 


Si N LA (u)| |z(u;t, 20) —y(u; t, 2o)| du 


deci 
th Fă (2 14 (u) | Bu) du 
20; 6 20) —ylo;tza) | <laol pla) du ei 
pentru ti-o <i+h. 
ȚPinînd seama de această evaluare deducem 


IV[t+-h,zt+ hit, 0) —Vlt+-h,y(t+ah;t, als 


th je (214tu) [+ 820) du 
<uj B2(u) due! 
“t 
deci 
lira sup VitA+h,zit+h,t,0)]—VIt+hy(tkhst, 2)] 


SU (la. 
h=0+ h 

De aici, cu ajutorul unui calcul pe care l-am mai făcut (vezi de exem- 
plu teorema 1.7'), rezultă 


Vit+h, ptr hst,0)]—VIt,z] 


lim sup SN (i) a] sN UV (i, 2). 
n-90+ h 
Notînd 

V'"(0)=Vli zi, tos 2o)l, 

deducem 
lim sup Vth) Vo) Le M B2 (7) l Ann (7) 
h—0+ h 
deci 
M ) 02 (u) du 

Ps V)e * 

sau 
M ţ, B2(u) du a, 62 (u) du 

| z(t; to; Do)| SV [t, zii; tos; Zo)lSV (to, Zo)e "* SH |z|e ** 


ceea ce împreună cf B2 (u) du <K atrage |z(t; to; 2o)| < Met || 


şi prima afirmaţie a propoziției e demonstrată. 
Pentru cea de-a doua afirmaţie, procedînd ca în teorema 1.7, ale- 
gem îuncţia (V (î) z, z) dată de teorema 1.6” şi notînd 


V(î)=(WV(Dezt(t; to o), zii; to» 2o)), 
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deducem 
dV* i 
î- = — |z(î; tos 20) 2+ 2 (Vi) z(t; tos 20), X (lt; tos 20), 0) < 
1 —2M 62 
CL —l|z(î; to; 20) |2+2M fe e (tz) 2< 2: B p*( 
deci 
dinV* 1 
<— +2 fi; 
dt ut Pi 


de aici deducem 
ţ 
InV* (6) — In V*(6) < — d 40) +2 u 82 (4) du 
„to 
deci 


1 ț 1 
——(t— e) 2M ţ 03(u) du 2MK — — (t—le) 


V* (6) <V*(t)e e <W|akle  “ 
de unde se capătă în definitiv 


1 
tb) 


MVA EA 
|z(t; te, 20) < || ze e 2 Iza | 


şi propoziţia e demonstrată. 
Cea de-a doua demonstraţie foloseşte formula variației constantelor 


L 
L(t; tos 2o)=C0(t; te) 20 + Clt; 8) X((s; to, 00),s)ds. 
«lo 
Rezultă 
ţ 
zi; to 20) < MW la! H M p2(8)| 2(8; tos do) le. 
to 
De aici se capătă 
u$, 02 (3) ds 
|z(ts tos o) <HM|z |e 


şi prima afirmaţie a propoziției e demonstrată. 
În sftrşit, dacă soluţia banală a sistemului liniar de primă aproxi- 
maţie este uniform asimptotic stabilă deducem 


[O (î; s8)| < Beat» 
deci 


t 
lz(î; to; 2o)| < Beat |, | +| Bet” B2(8)| a(8; to; 2o)| ds 


to 
deci notînd 
u(t) = |z(t; to; Zo)le* 
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deducem 


u() < Bu(t) + B | p2 (8) (5) ds, 


deci 
B j G2(s) As 
u(t) <Bu(t)e * 
de unde deducem 


B ) 22(8)ds 
(1) 


Iz(t; to» 2o)l <Be-t |a,|e < BeEB eat |, | 


şi propoziția e complet demonstrată. 
PROPOZIŢIA 3. Considerăm sistemul 


dz 
— = Ă[(i,z 
d: (î, 2,vy) 


d 
dp => Ay + Y (t, T,y), 


unde |X (î, 2,y) | SK |y |, 6B>0, | Y (6, 2,9) |Skly| pentru | |Sao |y |-S ao; 


k 8uficient de mac. 
Presupunem că solutia banală a sistemului liniar 


dz 
— = A(t)a 
de (£) 


este uniform asimptotic stabilă. Atunci soluția banală a sistemului dal este 
uniform stabilă şi în plus pentru orice soluţie pentru care valorile inițiale 
sînt suficient de mici avem 


y(î)—>0, z(î)—>1 pentru t— o. 


Demonstraţie. Vom da și pentru această teoremă două demonstraţii, 
prima bazată pe construcţia unei funcţii Liapunov, iar a doua pe formula 
variaţiei constantelor. Fie V (î) matricea construită ca în teorema 1.6” 
pentru sistemul în 2. Notînd 

V* (î) = (V(Dy(t; to; 20590); Vii; tos 205 Yo) 
obţinem ca în teorema 1.7 
dV* 
di 


+ 2(V(0y(t; to; 2o; 90); Y(b alt; to; Zo Yo), V(t; tos Cos Yo))) 


= —Iy(î; tos op Yo) 2 + 
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deci 
dV* 
dt 


— |y(£3 tos Cos Yo) 2 + 2Mk|y(t; to; Zo, Yo) 12. 


Mai departe, ca în teorema 1.7, deducem 


AV» 1 1 
EP < = IV too Ze, A i air > 7 ziuă (£) 
deci 
— apte 
u|y(£; to; o Yo) 2 SV" (t) < Myo? e 
deci 
DM se 
es to zoo) e pal. 
Din 


4 
Z(î; to; Dos Yo) = za +| X[u, z(u; to; Zo; Yo)» Y(u; to Co; Yo)l du 


ale 


rezultă 
VW A SE 
Je (îs to; 205 Yo) Sl + x(|2) eoâ “0 du |yo e = 


Se p 
M(* aa * 8 M Ş 
=|%|+K î e du |yol's|lzl+K | 
0 


ceea ce arată stabilitatea uniformă. 
- 
În plus, | Ă [u, z(u; to, 20; Yo), Vu; to; Cos Yo)l du rezultă con- 
d 
vergentă, deci lim 2 (î; o; Zo; Yo) există. Propoziția este demonstrată. 
i— oo 


Trecem la cea de-a doua demonstrație. Fie C (î, s) matricea fun- 
damentală de soluţii pentru sistemul în 2; avem 


OC (t, s)| SS Beat» 
Rezultă 
Yy(t; în; Zos Yo) = Cit; to) Yo + 


t 
+! C(t, s) Y(s; z(s; to, Do; Yo)» V(83 to; 2o>Y0)) ds, 
to 


deci 


t 
Iy(£5 to» 2o>Yo)| < Be |yo| + Br ea |y (8; to, o Yo)| ds. 


. le 
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Notind 
u(t)=e“iy(t; to, o; Yo)» 
obţinem 
ţ 
u(t) < Bu (th) + Bk ( u (8) ds, 
. Îo 
deci 
u (1) < Bu() eti—o. 
Rezultă 


y(£3 to; 205 y0)| < Be x ee ||. 
Dacă avem k-< i rezultă evaluarea exponențială pentru 


ly(t; to; o Yo)l şi demonstraţia continuă ca mai sus. 

Cu ajutorul propoziției 3 vom stabili un criteriu de stabilitate de 
tip special relativ la sistemele de ordinul al doilea. 

„d 

PROPOZIŢIA 4. Considerăm sistemul de ordinul al doilea == 
=— Y(y, 1), unde Y depinde analitic de y și are dezvoltarea în serie cu coeji- 
cienți mărginiți pentru t> 0. Fie o(t, h) o familie de soluţii mărginite 
pentru t>>0 ale sistemului depinzând analitic de h şi cu proprietatea că 
funcțiile p“%(t, 0) sînt mărginite pentru t>0. Dacă 

h 


| | 9,(t,0)] >> 0 
s? 


OY 
| (597 [le(î, 0), 1] dt << — v(t — to) +x(î), unde x (î) este o funcţie 
«to 


mărginită, atunci soluția y = p(t, 0) este uniform stabilă. 

Observaţie. Dacă Y nu depinde explicit de tî şi sistemul admite o 
soluție mărginită y = q (1), atunci există şi soluţiile e (î +); în acest 
caz *,(î, 0) = (ft) şi în general 

(3) 


d* 
pr(Î, 0) = a p(i), 
deci condiţia ca aceste derivate să fie mărginite este verificată automat. 
Pentru cazul cînd Y nu depinde explicit de t şi soluţia e (î) este periodică, 
rezultatul a fost stabilit de Poincar€. 
Demonstraţie. Fie q (î, 0) = e (î). Facem schimbarea de variabile 
L=—y — pi) şi obţinem 
da 
a a 0) r+Ăă(,a), 
unde 


O 
4 = (90 
Yy 


iar dezvoltarea în serie în raport cu z a lui X (î, ) începe cu termeni 
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de grad mai mare sau egal cu doi. Atît A (î), cât şi X (î, 2) sînt mărgi- 
nite ca funcţii de t pentru 10. Sistemul în z admite familia de soluţii 


1 : 
2= 96, h)— olt 0)=h (60) + e (0)+... 


Înlocuind în sistem se constată că $,; (î, 0) este o soluţie a sistemului liniar 


A = A(t) z. Conform ipotezelor această soluție este mărginită. Vom 


nota în cele ce urmează cu V,, Y, componentele vectorului ș, (î, 0). Avem 


prin ipoteză j2 + y2 > 2 > 0. Fie Y = DR ia Rezultă det Y =—42+43, 


= got e=(e2 


şi se vede că pe baza ipotezelor teoremei, PY, P-1 Y sînt mărginite. 
Facem schimbarea de variabile z — Y z*. Sistemul devine 


A. == AWP — p— i a + PX, YPa). 
dt dt 
Sistemul liniar 
dz 
e e AP 
î. (£) 


devine prin schimbarea de variabile 2 = Ya, 


dz [Ni app ti e 
d! di 


Acest sistem va admite soluţia 2, = 1, 22 = 0 care corespunde so- 
Inţiei 2, = Va 22 = Ve: 


bă 
De aici rezultă că matricea WAP —Wwp- = are prima coloană 


nulă ; fie a (t), b (t) elementele celei de-a doua coloane. 
Avem 


(4) = Sp par | Sp Pi 4% — spe Se = 


_. dYP d d 
— Sp A — Sp Y 1—— =—Sp A — — m det Y —SpA —-—Im(y2 2), 
p p îi. p =? p ZA (2 —+ 42) 
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Sistemul în z* are deci forma 


dz Did ta, cală 
Sh — alta + Xiti, Di 2), 
di 
d si - * * Fă 
i = b(t) za + Lat, m,2), 


unde X* are aceleaşi proprietăţi ca şi A. 
Din z* ="Y rezultă că acest sistem admite familia de soluţii 
mărginite 


a" = PP (6, 0) + PY ot, 0) +... 


Ținînd seama de faptul că e, (î, 0) este prima coloană a matricii Y 
rezultă că Y *,(t, 0) are componentele 1 şi 0, deci 


D= h + haz) +... 


Ba = h2 Ba (0) + ..., 


unde conform ipotezelor a, şi $, sînt funcţii mărginite det pentru 120. 
Bfectuăm o nouă schimbare de variabile 


D= ut aa(t)+... 
La = 0+ (TA Ba (1) + . .. 
În vecinătatea punctului zi; = x; = 0 se capătă 


= i — Pa op (i) +... 


D= Ba — P2 Bat) +... 


şi proprietăţile de stabilitate pentru sistemul în (u, 2) conduc la proprietăţi 
de stabilitate pentru sistemul în z*. După ultima transformare sistemul 
devine 

du 

ET = a(t)o + U(i,u,9), 


=) o+V(1,u,9), 


unde U şi V sînt mărginite ca funcţii de î pentru 120 şi au dezvoltări 
în serie după puterile lui u şi » începînd cu termenii de grad > 2. Acest 
sistem admite familia de soluţii u = h, v = 0, ceea ce impune ca U (î, u, 0)==0 
V (i, u, 0)==0. De aici rezultă că pentru |u| Lu, |ol-Lo avem 
IU(£, u, v)| <alol,lV(t,.u,0)l<<Blo|, unde a şi 6 pot fi aleşi oricît 
de mici, cu condiția ca up şi 0, să fie suficient de mici. 
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Pe de altă parte, din 
d 
b(î) = SpA — ce Vai Vz) 
rezultă 


_( _1n PD + Va (d)_. 
| o să = (64) a) alo) 


Soluţia generală a ecuaţiei = b(t)w 
se scrie 


V2 (£) +92) 
“dd: ue E ai 


| b (8) ds | ai 
w(î)=w(t)e* = w (bo) e" e Vile tvalte) 


VE) (to) e 
V2 (0-4 (6) 


4 2 
Conform ipotezelor din enunț, |v (î) | (vw (0) Ala Ale e—vi—0) ext , 


= vw (to) 


ceea ce arată că soluţia banală a ecuaţiei în w este uniform asimptotie 
stabilă. Putem aplica propoziţia 3, deci soluţia banală a sistemului în 
(4, ») este uniform stabilă, ceea ce atrage stabilitatea uniformă a soluţiei 
banale pentru sistemul în z*, deci pentru sistemul în z, deci stabilitatea 
uniformă a soluţiei e (). În plus pentru 4% (î0), v (în) suficient de miei 
avem u(t)—Hh, v(t)—>0, deci zi(t) — (Ph + h2 a(0)+ ...)—>0, za2(1) — 
— (h2 Ba(t) + ...)— 0 deci soluţiile z(t) tind către una din soluţiile 
p(î, h) — o(t) deci pentru orice soluţie y(î) din vecinătatea lui q(f) 
există h astfel ca 


lim (y (î) — et, h))=0. 


$ 8. STABILITATEA ÎN RAPORT CU PERTURBAȚII PERMANENTE 


În cele ce urmează vom stabili o serie de teoreme care pun în evi- 
denţă faptul că dacă o soluţie este uniform asimptotic stabilă ea prezintă 
anumite proprietăţi de stabilitate şi în raport cu diferite clase de perturbații 
permanente. 

Ca şi pînă acum, va fi vorba numai despre cazul stabilităţii soluţiei 
banale, deoarece prin procedeul cunoscut, studiul stabilităţii oricărei 
soluţii se reduce la acesta. 

DEFINIȚIE. Soluția banală a sistemului (1) se numeşte stabilă în 
raport cu perturbații permanente dacă pentru orice < > 0 există 5, (e) şi 
93 (e) cu proprietatea ca oricare ar fi functia R (i, z)eu |R (i, z)| < 5, pentru 
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le | Le, t > to şi oricare ar fi yocu lyo| < 5, soluția yl[i; to, Vo) a sis- 
temului 


d 
= [69 + Ry) (8) 
di 
verifică inegalitatea |y(t; to; Yo)| <e pentru t > to. 
TEOREMA 1.8. Dacă solutia banală a sistemului (1) este uniform 


asimptotic stabilă, atunci ea este stabilă și în raport cu perturbații perma- 
nente. 


Se presupune că f îndeplineşte condiția |f(î,z) — ft, z)| < 
t+u 
S<L(i)| a — 2] pentru |a, | S ao |z2 | Sao i L(s)ds|<K |u|. 
“tb 
Demonstraţie. Conform teoremei 1.6', din stabilitatea asimptotică, 


uniformă a sistemului (1) rezultă că există o funcţie V (î, 2) cu proprie- 
tăţile : 


a(lz])<V(t o<bi(zl) 
lia SORA e aaa AL 29)]—V i, cit; lo T0)] a __ 


(| x(t; to; 20) |); 
Rh—> 0 + h 


IV (E, a) — Vb, a) SM la — aa] pentru |z|-< 5(8), lzzl <8(%) 
unde 5(=) şi 5, apar în definiția stabilităţii asimptotice uniforme. Fie y, cu 


yo | < — «a ; considerăm soluția y(2; î, yo) a sistemului (8). Din 


„(0 î, 1) = | (flu (ut, v0)) + Blu, yu, i) du, 
A 
rezultă 
lost) Sly Liu) lytust yo) du + ha, 
af 


unde » = SUD să 4) |. Inegalitatea are loc pentru t <£ o Ci + h astfel 
i>0, IV |S 
încât |y(u;t, 10) | < o. Rezultă 
(ot yo)l (yo + hm)e*, 


deci pentru h suficient de mic vom avea în orice caz |y(u; î, yo)l La 
şi inegalitatea este adevărată pentru orice tLo<t-+h cu A suficient 
de mic. 


Fie mai departe z(; t, y,) soluţia sistemului (1). Avem 


ylv; lt, Yo) aia z(v; ţ, Yo) =| (f(u, ylu; l, Y0)) — flu, r(u;l, 10))) du + 


Pau pu; te yo) du: 
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Fie <>0, i< min [atea( a] 3 (€) = 02 (1), 322) = e, 


A i 1 
Alegem |y,| < | vor avea în orice caz |y,| < 23 2); 


Dacă R(t, z) este astfel încît |R(î, 2)| < 5, pentru |z|-<e, 


i > top; vom avea m = sup |R(t, y)| < 5. Ca mai sus se vede că dacă 
t>0,|v|sSe 


[yo | < 8, atunci pentru Ph suficient de mic vom avea |y(u;t, y)| <e 
pentrut Lu <t-+h. 
Rezultă că putem scrie evaluarea 


y(0;t, yo) — (o; t, yo)lShm+ | L(u)ly(u;tyo) — lu; t, yo) ldu 
ţ 
de unde 
ly(0;î, yo)—z(9; îs yo)l Shme*, 
valabilă în orice caz pentru h suficient de mic. Pe de altă parte, avem 


lira sup PLE-Ehiu(t-Ehs 699) VI69) ou PUF att-th;t9)) VL), 


h—>0 + h R—>0+ h 


PRR N (ou 8 A imi cc: PA Im A oil A Al atu aa e PA 
h—>0+ h 
Dar 
IV(t+rhy(trhiy)l—Vli+hat+hty)l< 
<M|y(t+h; ty) —z(t+hity)l 
dacă 
„IL(t+rhst 9) < (8), ly(t+h; by) < 3(5). 
Dacă 
[1 1 
ly | < mint 090) 3, 009 b 
se vede ca mai sus că pentru P suficient de mic are loc evaluarea 


ly(t+hity)—z(t+h;ty)l<hme'*, 
deci 
VL h, y(t+hit, 9)]— Vth, 2(t+ hit 9)]| <M h me? 
De aici rezultă 


Jim sup V[i+h, y(t+hit,y)l— Vth, cit + hi; ty)] 


SM m. 
h—>04 h 
Deducem 
i =[ E) 4 


R—>0+ h 
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< —c(ly) + NM 8= —e(lyl])+elb (D] 


dacă |y | < e cu e suficient de mic. 

Putem acum demonstra că |y(t; to; Yo)| Ce pentru to. 

Dacă proprietatea nu are loc există t, > i, astfel ca |y (î.; to Yo)|>e; 
există atunci t; < te St, astfel ca |y(t-; to; Yo)l = și |y(f; to Yo) <e 
pentru toSi<t,. Fie V* (1) = V [i, y(i; to; Yo)]. Avem 


V"(t3) = V [la y(ta; tos; Yo)l>a(ly(t33 to; yo)l)=a(e) >, 
V"(î0) = V (tos yo) Sb(lyo 1) <b(8)=b[b2()]=l. 


Rezultă că există î, < î3 <t, astfel ca V'(î3) =, V'(t)> 1 pentru 
i, CIC. Avem 


a(ly (3; to; 90) |) SV [ta, (ta; tos yo)l = V (ia) = IS b[|y(î3; tos Yo)ll- 
Rezultă 
bi (1) Sly (î3; tos yo) | Sa (1) <e. 
Putem deci serie 


lim sup lat» V(lath; lex 9 (la; tos V0))]—V [tao y (în to» 9o)] — 
hR—>0+ h 
= lim sup (tat) = (3) < 
A—0+ h 


— e(ly(îa; to» Yo)l) +relb 1(0)]< 
< — e [b-2()] + e [b-1([)] =0 


deci V'(î) < V'(t) — LI pentru t > î, ceea ce este contradictoriu. Teorema 
a fost astfel complet demonstrată. 
Vom da acum unele aplicaţii ale acestei teoreme. 
Apheaţii. 1 Să presupunem că sistemul (1) conţine un număr de 
parametri ; vom nota cu a un punct în spaţiul parametrilor. 
Sistemul (1) se scrie 
dz 
EPI =J(i, 2; o). 


Mulțimea punctelor pentru care soluţia banală este uniform asimp- 
totic stabilă formează în spaţiul parametrilor domeniul de stabilitate 
al sistemului ; fie G acest domeniu. Considerăm un punct ag Cîr G; punctul 
se va numi punci nepericulos al frontierei domeniului de stabilitate dacă 
pentru orice e > 0 ezistă 5,(e) > O şi 8,(e) > 0 cu proprietatea că dacă 
[29| < 8 (e) și pla, ao) < 82(e), atunci |zit; to; Lo; a)| <e pentru 
i > to. Am notat aici cu p (a, «) distanţa dintre a şi ag în spaţiul para- 
metrilor. 

Semnificaţia acestei definiții este următoarea. Dacă a, este un punct 
al frontierei domeniului de stabilitate, oricît de aproape de el se află puncte 
din afara acestui domeniu, deci puncte a pentru care soluţia banală înce- 
tează să mai fie stabilă ; faptul că «, este un punct nepericulos al frontierei 
înseamnă că dacă « este destul de apropiat de ag, chiar dacă se află în 
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afara domeniului de stabilitate, soluţia z(î; o, o, «) continuă să ră- 
mînă apropiată de soluţia banală, deci se păstrează anumite proprietăţi 
de stabilitate, suficiente pentru nevoile practice. Rezultă de aici că punc- 
tele nepericuloase ale frontierei domeniului de stabilitate au proprie- 
tatea că ne putem apropia oricît de mult de ele fără să riscăm ca erori sau 
perturbații mici să provoace pierderea stabilităţii. O consecinţă imediată. 
a teoremei 1.8 este următoarea : 
Dacă soluţia banală a sistemului 


da 
— =; 2; ae) 
d / i i ) 0 
este uniform asimptotic stabilă, punctul a este un punct nepericulos al 
frontierei domeniului de stabilitate. 
Într-adevăr, sistemul 


dz 
— ZI(i, Lisa 
i; JUL, 2; a) 


se poate scrie 
dz 


dt = fb Zi oo) +, zi; oa) —[li, 2; ao)i- 


Punînd 
R(i 7) = 2; 0) —f(b zisa), 


rezultă, că dacă presupunem că f este continuă în raport cu «, uniform în 
raport cu ft, z, atunci pentru 93 (e) > 0 dat există 5, (e) > 0 astfel ca. 
P(a; 9) < 3 lz|-<Le să implice |R(t, z)| < 5, (e). Soluţia banală 
a sistemului : 

dz 

fl, = Ul; 2; ao) 
fiind uniform asimptotic stabilă, ea rezultă stabilă în raport cu per- 
turbaţii permanente, deci există 5,(e) şi 5,(<) astfel ca || < 5,(e) şi 
IR(t, z)| < 8(e) pentru |z| <e să implice |z(t; to, 2o)| <e pentru 
t >> to. Dar p(a, ao) < 82(e) implică |R(t, z)|< 83(e), deci, dacă |z,| <5,(e): 
Şi (a, 9) < 8.(e) rezultă |z(t; to, Co; «)| Ce pentru tt, ceea ce 
arată că a, este un punct nepericulos al frontierei. 

Să observăm că din cele de mai sus decurge importanţa studierii 
stabilităţii şi în punctele frontierei domeniului de stabilitate. Acest studiu 
este de obicei mult mai dificil decît pentru punctele interioare ale domeniu- 
lui de stabilitate. 

2” Considerăm sistemul 


4 tă 
= A (4 3,y), 


dz 
d! 
dy 
— = YU, 

dt (î, 4,y), 
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unde 2 şi y sînt vectori. Presupunem XX (1, 0,0) =0, Y(t,0,0)=0 
și că soluția banală a sistemului (9) este stabilă în raport cu componentele 
z; aceasta înseamnă că există 5,(=) astfel ca | 2 | + |yo| < 8 să implice 
|z(t; to; 203 Yo0)| <e pentru t>to. 

Presupunem în plus că soluţia banală a sistemului ajutător 


dz 
E (î, 0, 2) 


este uniform asimptotic stabilă. 
n aceste condiţii, soluţia banală a sistemului (9) rezultă uniform stabilă. 
Demonstraţie. Sistemul 
d 
= Yi 9) 


se poate scrie sub forma 


d 
ral Y(î, 0, p+IF, a, p)—F40,y). 


Prin ipoteză, soluţia banală a sistemului ajutător este uniform asimp- 
totic stabilă, deci, pe baza teoremei 1.8, este stabilă în raport cu per- 
turbaţii permanente. Rezultă că există 5,(e) şi 5,(e) astfel că din 
[Yo] CS și |Y(î, 2, y)— Y(6, 0, y)l| < 3a(e) pentru |y| < e, rezultă 
ly(t; to; Co; Yo)| Ce pentru tt. Deoarece Y este presupusă continuă 
în z, rezultă că există 5, (e) astfel ca | z| < 5, să implice |Y(î, z, y) — 
— Y (,0,y)|< 8a3(e) pentru t>0, |y| <e. Pe de altă parte, dacă 
|] + lyo] < 8 [a (€)], rezultă |z(t; to, o yo)| < 3a (e). | 

Fie 5 (e) = min (5, (e), 8, [8 (e)]i. Atunci | 2 | + |yo| < 5 (e) implică 
pe de o parte 

|z (î; to» Cos; Yo)l < da (2) <e, 
iar pe de alta 


IY (6, z(î;to, Zo, Yo), 9) — Ft, 0, y)| <&(e)pentru]ly| <e, 
deci Iy(t; fo; o Yo)]| <e pentru t>t. 


Propoziția e demonstrată. 

Un exemplu de aplicare a acestei propoziţii a fost dat de T. Hacker 
în studiul stabilităţii avionului. În cazul cînd sistemul (9) reprezintă sis- 
temul mişcării perturbate pentru un avion, prin natura lucrurilor o 
parte din componente pot fi controlate de către pilot. Considerind că 
acestea sînt componentele notate cu z şi că sistemul (9) conţine în el şi 
acţiunea pilotului, controlul pilotului se va traduce prin faptul că soluţia 
banală a sistemului (9) este stabilă în raport cu componentele z. Ad- 
mițînd, ceea ce este firesc, că acţiunea pilotului e nulă cînd componentele 
2 sînt nule (adică admiţind că pilotul nu acţionează atunci cînd nu apar 
perturbații), rezultă că sistemul ajutător nu depinde de acţiunea pilo- 
tului, ci numai de parametrii constructivi ai avionului. Alegînd aceşti 
parametri în așa fel încît soluţia banală a sistemului ajutător să fie uni- 
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form asimptotic stabilă, acțiunea pilotului asupra componentelor con- 
trolabile va fi suficientă pentru a asigura stabilitatea mişcării avionului. 

Să presupunem acum că soluţia banală a sistemului (9) este uniform 
asimptotic stabilă în raport cu componentele z şi că soluția banală a siste- 
mului ajutător este și ea uniform asimpiotic stabilă. Atunci soluţia banală a 
sistemului (9) este uniform asimptotic stabilă. 

Demonstraţie. Deoarece soluţia banală a sistemului (9) este uniform 
asimptotic stabilă în raport cu componentele z, există 8 şi 7 (e) astfel 
ca |z|-+|yo| < 5 fs t>lo + T(e) să implice |zll; poe To Yo)| < e. 
Să notăm BA (î, y)= Ft, zii; to, Do, Yo) y) — Y(5 0 

Fie a«(e)< 8(e) cu proprietatea că |z| <a (e). | < e (8) 


implică |Y(î, z, y)— Y(t, 0, y)| <——— Aa ) „ unde M este constanta 
Lipschitz a funcţiei Liapunov oaniteită pentru sistemul ajutător, iar 


(e) = ce [5(e)]. Fie T7o(e) astfel încît tt + Po(e) să implice 
lz(t; o; Co Yo)| <Ca(e). Fie bo = b (50) şi a, astfel ca 


lim PILA din y(t+h; to; Co Yo)l— Vb vi; to; os Yo)l iei 


h=>0+ h 


pentru ti <iLt + 7o3i lol k+ lYol| < 5. Existenţa lui e, rezultă din 
faptul că, la fel ca în teorema de stabilitate în raport cu perturbații 
permanente, avem 


lim sup V[t+h, y(t+hito; To; Yo) — Vi, y(t; to, To; Yo)l e 
h30+ h 
CL —e(ly(t; to; os Yo)l) + Mn, 

unde n > |R(t, y)|. Or, |lzl| + |lyol < % implică, 

Ivy (î; to> Co» Yo)|l <e(5), |z(t; to; o; Yo)l <e (3%); 
ceea ce arată că 7 va depinde numai de &, şi nu de ip, deci se poate 
lua €, = Mv. 

Fie 7, (e) = astă şi Pe) = Ta(0)+ Tue). 

+ (e 


În [î+ Do, to+ T] există ' astfel ca |y(';t, o, Vo) <5(2). 
Dacă t' n-ar exista, atunci am avea în tot intervalul 


ly (îș to; Co; Yo)l > 5(e) deci 


Ş — e(ly(£; to 205 90)]) < —ce(3(0)) = — (e); 
rezultă 
lim NIN ta 
h=0 + 3 


3 (e) _ __Y(e) 
Y (6) + M-——— Ag î 
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căci pentru t> t9 + 7 avem | z(î; în, Zo; Yo) | <a(e), deci | R(t, y)| < Xe E 


Notînd 


V*() =V[i, y(t; to; do, Y0)] 
rezultă 


Vf + 7)—V" (0) Pt + 1)— Vot Po)+ V(to+ 70) — 
— Pr) < Ti Fe 
deci 
V* (to + T) Sb) — Dre To =0, 


ceea ce este contradictoriu. 
Rezultă că există t' € [to+ 7, to + 7] astfeleca |ly('; to, Ze, Yo)l < 


< 5(e) deci |y (î; to, Co, Yo)l Ce pentru tot + T (£). Cu aceasta. 
demonstraţia e terminată. 


O variantă a noţiunii de stabilitate în raport cu perturbații per- 
manente se obţine dacă în loc să cerem ca perturbațiile permanente să 
fie mici tot timpul, le impunem numai cererea de a fi mici în medie. Sînt 
astfel luate în consideraţie clase mai largi de perturbații permanente, 
deci obţinem o proprietate de stabilitate mai puternică. 

DEFINIȚIE. Soluția banală a sistemului (1) se numeşte stabilă 
în raport cu perturbații permanente mărginite în medie dacă pentru orice 
e > 0 şi T > 0 există 5 > 0 și n > 0 astfel încât oricare ar fi funcţia 

+7 
R(i, y) cu | R(i, y)lLoe(t) pentru |ly| Se şi (* (8) ds < și oricare 
„d 
ar fi yocu lyo| <5, să rezulte |y (î; to, Yo)|<e pentru t> to, unde 
Y(t; to, Yo) este soluția sistemului (3). 

TEOREMA 1.8”. Dacă soluția banală a sistemului (1) este uniform 
asimptotic stabilă, atunci ea este stabilă în rapori cu perturbații permanente 
mărginite în medie. Sînt presupuse îndeplinite aceleași condiţii ca în 
teorema 1.8. 

Demonstraţie. Fie V (i, a) ca în demonstraţia teoremei 1.8. Consi- 
derăm o soluţie y((; în, Yo) a sistemului (8), 7E[to,t] și soluţia 
(i; 7, y(7; to; Yo)) a sistemului (1). Vom avea 

Vir+h, y(t+hito, yo) —Vlr+h, z(r+h; 7, y(7; to» Yo))l] < 
<Mly(r+h; bo; yo) —zir+rhsry(r to» Yo))l, 
dacă |y (7; în, Yo)| este suficient de mic. 

Putem scrie 

y(7+h; to; Yo)—z(r+h; 7, y(t; to 90) =y(t+hh; to, Yo) — 973 los Yo) — 


— [z(r+h; 7, ylr; to; Yo) —Y(Ti tos Y0)] = 


++h T+h 
= site tos o) a — (fii, 2; m, yes îs vola 
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Rezultă 


IV[z+h, y(7+h;to5Y0)l— Vlr+h,z(rA+h;z,yleito, Y0))]| < 


T 


+h 
<uf Iy(î; to; Yo) — Lt, z(t;7, y(r;to3Yo))]l dt. 


T 


De aici se capătă 


iza ata) = LE o (2 i ba Mo), [e ot By 0 (0th ah, V (estos: 90) 2 
R=0-+ h 
SM ly(r; to; 90) — le, vro; Yo)]l SM e(7) 


dacă |y(7; to, Yo)| e. 
Deducem mai departe 


lim sup PIE ho 9(e-Fh; îns Yo)] — V [v, vie; lo» Yo)] < 
h>04+ h 
< lim sup Pa VE i tao Ve E în ae ie (este ta) a 
h=y0+ 


+ lim LA luare rr+h; 7, y(T; to; Yo))l — Vo, V(T; to; Yo)] « 


R=0+ h 


SM ep(7) — e(ly(r; bo; Yo)l)- 
Integrînd de la i, la t se capătă 


(A ţi 
V[i, y(t; lo» Yo0)] — V (to; vo) <u| pt)az—| c(ly(r; lo; Yo) |) dr (*) 
«'Îo . lo 


Fie acum <> 0, 71>0. Alegem 5<b-! E a(e)) Și 


n < min Cre|e(3 a) ) i ate) . Fiely,|<ă, (es) ds <y. 


Arătăm că |y(t; to, Yo)l| Ce pentru tt. 

Presupunem că n-ar fi aşa; atunci există tî, >, astfel ca 
1Y (d 3 to; Yo)l e. Rezultă că există to< ta C, astfel ca |y (2; to; Yo)l = 
— e şi ly(t; to; Yo)| Ce pentru tb Li<t. 

Avem 


+ lo 


a(=) = a(ly(t2; to; y0)l) SV [t, y(ta; to; Yo) = V* (12) 


V* (6) = Vl, val bla < alo) 
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Rezultă că există t, < ta <t, astfel ca V* (3) = = a(e) şi 
V* (i)> ate) pentru i, <Cis<t. 
Rezultă, pentru î, <r<t, că avem 


als) <V=Y14 y(t; tos Yo) SO(ly(t; tos yo) 
deci 
ly(£; to; Yo)l Ei ao)), 
deci 


eg; ti > ej at9)). 


Din tt rezultă |y(î; to, Yo)l Le, deci putem aplica formula 
(*) şi deducem 


be 
[tz 9 (tai tos 90) <Y [ta (tai tos volt Mb es) d— 
& 


fa 1 “a A a | 
= eu tos o) Das <a pas — (= t)ej (zare). 


la 
Fie (m — 1) 7 Qt> — ta <mT; rezultă 
to +-mT 
| ata < | o(7r)dr<my. 
TA îs 
Dar 


m — 1 S (fa — la), 


A 
VA 
deci 


m lia — ta) +1, 


A 
TȚ 
deci 


aa < (tt) <a ato))] (te —î3) +. 
i 


Rezultă 


i 
Via, y(la; to» a) ale) mer 


+ (da — 13) le e [3 a(o)) — e (a [= a (=) |] 
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deci 


1 
Via, Yi; to» o) ae) A) 


Dar n< => a(e), deci în definitiv V [î, y(î2; îs, v)l<ale). 


Rezultă 


a(|y(î25 to; Yo)]) LV [tv to; Yo) Cate), 


deci |y (1; to; Yo)| < e, ceea ce contrazice alegerea lui î,. 
Teorema este demonstrată. 
O variantă puţin diferită a aceluiași tip de stabilitate, bazată tot 
pe ideea considerării unor perturbații care pot fi în unele momente mari 
dar sînt mici în medie, a fost definită de Ivo Vrkot care a numit-o stabi- 
litate integrală. 
DEFINIȚIE, Vom spune că soluția banală a sistemului (1) este în- 
tegral stabilă dacă există 89 > 0 și funcţia B(5) > 0 definită pentru 
0 < 5 < 89 (pe care o presupunem monotonă şi continuă) cu lim B(5) = 
oo , , 5—0 

asifel ca |yo|< 8 și | a |&(t, y)ldt< 5 să 2mplice |ly(t; to; yo)l < 
to lvy|<2(6) 

< B(5) pentru t > to, vit; to; Yo) fiind soluţie a sistemului (8). 

Este uşor de văzut că această definiţie este echivalentă cu urmă- 
toarea 

Soluţia banală a sistemului (1) este integral stabilă dacă pentru orice 


e > 0 există 8, > 0 și 8, > 0 astfel încât [yo | < 5, AN up IR(t,y)]dt<5a 


să implice |y (î; to; Yo)| <e pentru t > to; dacă luăm i au =— Min (6, 62) 
şi B(6) ca inversă a funcţiei 8(e) cădem peste prima definiţie, iar 
prima definiție implică pe a doua cu d, = 03. 

Soluţia banală a sistemului (1) se numește asimptotic integral stabilă 
dacă e integral stabilă şi în plus există funcţiile 'T(5, =) și (8, e) astfel ca lyo|<5, 
(. sup | R(t,y)|dt<y(5, e), to to + P(5, e)săimplicelylt; to, yo) |e. 

to |yl< (5) 
i n cele ce urmează vom pune în evidenţă o serie de condiţii echiva- 
lente cu stabilitatea integrală, respectiv stabilitatea integrală asimptotică. 

1) Soluţia banală a sistemului (1) este integral stabilă dacă şi numai 
dacă există 8 > 0 şi B (5) definită pe (0, 3) B(5) > 0, lim B (8) =0, 

—0 


astfel ca oricare ar fi funcţia (i) continuă cu (-! p(t)| di < 5 soluția 
to 
Y(t; to; Yo) a sistemului 
dy 


dz =J(b 9) ei) (10) 


CU |y9| <8 să verifice inegahiatea |y (i; to, yo)| < B (5) pentru ti to. 
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Demonstraţie. E suficient să arătăm că dacă proprietatea din enunţ 
are loc, soluţia banală a sistemului (1) este integral stabilă. Fie RE (î, a) 
astfel ca 
j sup |R(, p)lăi< 3, 


a luls& 


unde B (5) e ales pe baza proprietății din enunț. Fie y, cu |yj|<5 
şi soluţia y (î; to; Yo) a sistemului (8). Dacă nu am avea pentru toţi 
t > to inegalitatea, ly(£; to; Yo)l <B(5)ar exista un prim punct î, > A 
astfel ca, | y (î. ; î0 yo) =B (3). Pentru t€ [în, ti] luăm e (0)—R (6, y (î; too); 
avem 


ta tu h 
|lela=f Iza gti be solut sup i plar<a. 
« Îo «le lo ls 
Prelungim pe ge (1) continuu pe toată semiaxa tt, astfel ca 
(.! o(t)| di < 5; pentru aceasta e suficient să luăm î; > tb, astfel cat, —t, < 
to 


2(3 — [lea 


| p(î.) | +1 
pe [i,, to] şi nulă pentru t >. 
Fie acum z(t; to; yo) soluţia sistemului (10) cu e (1) ales ca mai sus. 


pr ai rail |le(t)] di< 5 rezultă |2(t; to, Yo)| <B(5) pentru 
it > to deci |2(ti; to; Yo)] <B(5). Dar pe [t; tn], 2(î; to; Yo) E 


=y(t; to; Yo), deci ly(ti; to; Yo)l <B(5) ceea ce este contradictoriu. 
2) Soluţia banală a sistemului (1) este asimptotic integral stabilă dacă 


și numai dacă e integral stabilă şi în plus există T (5, e) > 0 și y C d, e) > 0 de- 


» să punem e(f) = 0, şi să luăm pe g(t) liniară 


finite pe (0, 39), e > 0 astfel ca oricare ar fi (i) continuă cu “] e (î) | di < 


<yY(8, £) lyol <8 şi t>to+T(5, e) să rezulte |yti; în Yo)| < e, 
y (i; te, Yo) fiind soluţia sistemului (10). 

Demonstraţie. Din nou e suficient să arătăm că cererea din enunţ 
implică stabilitatea integrală asimptotică. Dacă nu ar fi aşa ar exista 
5' < 8, şi e' > 0 astfel încît oricare ar fi 7 > 0 şi > 0 să existe ypcu 


[Yo] <8, R(t, 9) cu PN sup IR(î, y)l di<y şi ti > to+ 7 astfel ca 
“to |y|sSsB(6) 

ly(î.; to; Yo)l>e,yl(h; to; Vo)fiind soluţia sistemului (8). Fie T(5', e"), 

(8', e') construite pe baza proprietăţii din enunţ, y, R(i, y) Și tn Co- 

respunzătoare pe baza ipotezei raționamentului prin absurd. Fie (îi) = 

= BR (6, y(t; to; Yo)) pentru tE [t, t.]; avem 


|leoau=f ze gt; to piu sup, Re pia< 
e 


U to to ly:SB/5 


<| sup IRU, plat< (3, e) 


dt |viSE(8 
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Ca în cazul precedent prelungim continuu pe e (î) pe toată axa cu 
păstrarea acestei inegalităţi şi luăm soluţia 2 (î; to, yo) a sistemului (10) 


cu q(!) astiel ales: Din |. le(t)ldi<y(5, e), lyol<8 şi ti > to + 


+ T(6', e") rezultă |z(1,; to, Y9)| <e'. Dar pe [i, &]avem 2 (î; to, y0) = 
—y(t; to Yo), deci |ly(î,; to Yo)| Ce' ceea ce este contradictoriu. 

3) Soluţia banală a sistemului (1) este integral stabilă dacă şi numai 
dacă pentru orice 0 < 3 < 9 există B (5) > 0, ua B(3) = 0 (monotonă și 


continuă), astfel ca oricare ar fi y(i) cu oală continuă pe [io, ti] cu 
y (to) < 5; [, Iy(0)—F4 y0)ldt < 3, să rezulte |y(t)| < B(3) pentru 
tE [los tu]. 


Demonstraţie. Să presupunem soluţia banală integral stabilă şi fie 
B (5) construit conform proprietăţii de stabilitate integrală, y(t) ca în 
enunţ. Fie q(t) continuă pentru t>t, astiel ca o(î) =y(t)—fl(i, y(t)) 


pe [tos ti]; N | e (î) | di <3 ; asemenea funcţie se construieşte ca la punctul 1). 


Considerăm sistemul (10) cu ge (î) astfel ales şi soluţia 2(f; to, Y (î)). 

Conform celor stabilite la punctul 1) rezultă |z(ţ; ie i y (0) | < B(5) 
pentru t>t şi cum pe [tp, hi] avem 2(î; tb, y (2) = y (t), rezultă, 
ly(0| < BG) pe Li; îi]. 

Fie acum B (5) ca în enunţ şi q(t) continuă pentru î>t cu 
(. | e(t)|dt < 8. Soluţia y(£; to, Yo)cu yo | <5asistemului (10) verifică pentru 


orice t, condiţia din enunţ, deci pentru orice î, > t, avem |y(t; to; Yo)l< 
< B (6) pe ie i], deci condiţia de la punctul 1) e îndeplinită şi soluţia 
banală a sistemului (1) e integral stabilă. 
Propri tat a 3) arată că noţiunea de stabilitate integrală definită de 
Ivo Vrko€ este echivalentă cu noţiunea de stabilitate tare definită de 
Okamura şi reluată recent de Kyuzo Hayashi. 
4) Soluţia banală a sistemului (1) este asimptotic integral stabilă dacă 
și numai dacă e integral stabilă şi în plus pentru orice 0<3< 8, e>0, 
exisiă I(8, =) > 0, v(5, e) > 0 cu proprietatea că pentru oricare y(t) cu 


derivată continuă pe [t, til; > to +T şi astfel ca |y(to)| <5, [. xy (î) — 
— fb y(6))| di <y, e) rezultă |y(t)j <e pe li + II, 

E AM/Alnaeisi Presupunem soluţia banală a sistemului (1) asimp- 
totic integral stabilă şi fie T(5, e), (3, e) ca la punctul 2) y(t) ca în 
enunţ. Definim pentru t > t, funcţia e() punînd e(î)=y(î)—fi(t, y()) 
pentru t, <i<i, şi cerind le(t)| dt <y(5, e). 

Considerăm soluţia ATI to; Y(b)) a sistemului (10). Rezultă 
lz(î; îns Y(b))l| <e pentru tt + 7 şi cum pe [to, t] avem 
z2(î3 to, y (0) Ey (0), rezultă |y(2)| < e pe [ta + 7, îi]. | 

Reciproc, fie T(5, e) şi y(5, e) ca în enunţ și e(t) continuă cu 


(| p(1)| dt <y(5, e); atunci soluţia y(; în, Yo) a sistemului (10) cu 
to 
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|'Y0 | <5 verifică pentru orice î, > î, condiţia din enunţ, deci |y(t; în; Yo) | < 
<e pentru tot +7. 
LEMĂ. Dacă V(i, ) are proprietăţile : 
1. V(t, 2) e continuă; 
2. | V(6, 2) —V (tb 22) <M la — | pentru |a|< 8; 
30 lim sup V[i+nh, r(t+h; lo» 20) |] V [i, z(t; lo» 29) |] Sg 
h=0+ h 
SO[r(i; dos 2o)l DRE | 
unde £(t; to, 20) e soluția sistemului (1) iar O e continuă, atunci 


(i, 90) < Vl, vio) + ui (0 —f yo)! i+ ou) at 


pentru orice funcție y(t) cu derwată continuă pe [ia, tl. 
Demonstrație. Fie -€ [i;, t]; considerăm soluţia z(t; 7, y(7)) a 
sistemului (1). Avem 


Vizir, yG+h)l—Vle+h z(c+h; 7, y(0))]l <Mly(z+h)— 


— ash se 90) Hy +90 —Î 7 ate; ya = 


i +h, 1 Th | 
= | ja | Pete; au 
deci 
la sup PIE ge -Fh)l—Vleth, ete-thi z, yte)] o 
h=0+ h 
SM yo) —fl, yo). 
Rezultă 
lim sup LEE he p(e th] —V le, (0) o 
h30+ h 
< lim sup VirA+h, y(r4+h)]—Vlr+h, e(r+h; 7, y(0))] sie 
h-0+ h 
+ tim pup PE Zet hi ce ge) Ye gt) « 
h—0 + 


SM yo) —flei 90) + PUyQ0)). 


Integrînd, se capătă inegalitatea din enunţ. 

LEMĂ. Dacă există o funcție continuă V (i, x) definită pentru 
130, || SS 89 cu proprietățile: 

1. V(t, z)>a(lzl]), Vii, 0)=0; 

2, IV, 2) Vb, a) sMla—al; 
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30. lim sup V[t+h, a(t+h; tos» 2)]— Vb, (tb; to» %o)] A 
nor h 
< gli) V [i z(t; to, 20)] 
cuț” g(6) di <oo, g(i)>0, z(t; to, o) soluție a sistemului (1), atunci 
0 
soluția banală a sistemului (1) este integral stabilă. 
Demonstraţie. Avem ca în lema precedentă 


lira sati Vizir h, y(+h)l— Vl, y(0)] 


h0+ h 


< 


SH |y(7) — fr, (0) + 9(0)V Li, y(7)l. 


De aici se capătă prin integrare 


j g (î) di 
V Li, y(blsY lt, pteuek “F 
) 216 6 ee — Be ocoau 
+Me* ve yo) flogloldr. 
« lo 


Dacă 
Q0 ta 
ya) <3) gt) ar= pe) pla <a, 


« lo . lo 
rezultă, 
a(ly(t)])<Y[i, y(6)] <Me* 3 + Med =2Meă, 
deci 
| (î)| <a 1(2Me 5)= B(3). 


Pe baza proprietăţii 3) rezultă stabilitatea integrală. 

LEMĂ. Dacă există V (i, z) definită pentru t>0, || <Lă cu 
proprietățile : 

a) V(t, d) >allzi), Vi, 0)=0; 

b) IV, 2) — Vi, Ta) | <M |a — dal; 


c) lim sup V[t+h, e(t-+h; to; 20)]—VIt, (i; tos; 20)] < 
h-0+ h 
< — (| z(t; to; 2)]), atunci soluția banală a şistemului (1) este asimptotic 
integral stabilă. 
Demonstraţie. Pe baza lemei precedente soluţia banală a sistemului (1) 
e integral stabilă. Pentru e > 0 alegem +, > 0 astfel încât dacă | y (î.)| < y, 


(h. 

și NELU A Yy(î)]|dt < xy să rezulte |y(î)] < e pentru 4, <i<i; 
asemenea y, există pe baza proprietăţii 3), anume y, = B1(e). Luăm 
_ M(5+y) 


apoi y = min (5, Y1), l = e(m), T (5, «) j 


„ Fie y(t) cu de- 
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rivată continuă pe [to îl, îi >t+ 7, e), lyli)l<ă, ș 3 (0 — 
— fi, y(0)]| dt < x. Dacă am avea |y(t)| > pe [h, to + TI, atunci 


+7. 
Ft + De yo + DI<Y [io, vi) + ui (0 —7[6, (DI at— 
to 
+7 
— ("eg pars Ma + Mr 71=0 
« to 
ceea ce e contradictoriu. 
Rezultă că există 7E[to, to + 7] astfel ca |ly(7)| <y<y.. 
Cum 


(iso-re ol asț sr yo) a<r<n 


rezultă conform alegerii lui y, că |y (î)| <e pentru 1 <tCi, deci în 
orice caz pe [lt + 7, t,]. Conform proprietăţii 4) rezultă imediat stabi- 
litatea asimptotică integrală. 

Din această lemă rezultă imediat : 

TEOREMA 1.8”. Dacă soluția banală a sistemului (1) este uniform 
asimptotic stabilă ea este şi integral asimptotic stabilă. 


Am văzut în acest paragraf că stabilitatea asimptotică uniformă 
implică stabilitatea în raport cu perturbații permanente, stabilitatea în 
raport cu perturbații permanente mărginite în medie, stabilitatea asimpto- 
tică integrală. În încheierea acestui paragraf vom arăta că ea se conservă 
şi în cazul unor perturbații permanente care însă tind către zero cînd 
4 = co. Pentru aceasta vom avea nevoie de o lemă, cu interes în sine, 
care dă o slăbire a condiţiilor din teorema 1.5. 

LEMĂ. Presupunem că există o funcție V(i, 2) cu proprietăţile: 

aţi, lzi)V(t o)sbilzi) 

2 lim sup Vli+h, z(t+h; i, 2)]— VL, a] Pe 

hR—0+ h 
unde b(r) e continuă, monoton crescătoare, b(0) = 0, îar al(t, 7), e(i,r) 
sînt continue și astfel încât pentru orice pereche 0 < a Sf <H există 
0 (a, 8) >0, k(a, 6) > 0 astfel încât ali, r) > k(e, BP), eti, r) > ka, 6) 
pentru a -<r-< B, t>0 (a, 6). Atunci soluția banală a sistemului (1) 
este uniform asimpiotie stabilă. 

Demonstraţie. Fie e > 0, 0, = 0(e, e), k, = k(e, e). Avem alt, c)> k, 
pentru t>>0,. Fie n,(e)-<b-1[k(e, e)]. Vom avea V(i, z)>ati, |lz|)> 
> h dacă |z| =, t> tu şi V(L, a) cbi(lz]) Sh, dacă |z| <m(e). 

Fie 0, = 0 [n,(e), e]. Atunci pentru î > 0,, mr -<Le vom avea 
c(!, r)> 0. 

Fie acum 0 = max (0,, 0.) şi (e) ales astfel încît |z|<nşi 
0 Li LO să implice |z(t; în, Z2o)| < m pentru tb Li. Alegerea 
lui (=) este posibilă pe baza lemei 0,7, conform căreia avem 


— et, lz]) 


$, zece 
lz(t; to; Zo)l<lzle* la |ek. 
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Condiţia |2| < m(e)e-t*o implică |z(t; to, 2o)]| < m pentru 
to SI 9, deci putem lua 7(e) = n,(e)e t0%. Dacă || < n(e), vom 
avea în particular |z(0; to, 2o)| Cr pentru 0 Lt <9. 

Dacă există t > 0 astfel ca |z(t; to, 2o)| > e, există î, > 0 astfel 
ca |z(t,; to; Zo)| = şi |e(t; to, Zo)]| <e pentru 0V<ci<t. 

Deoarece, > 0 > 0,şilz(î.; to; 2o)l = e, rezultă 


V [tis 2(tistos 20) > ha; 
pe de altă parte, 
V[U, 2(0; to; 20)] < hu. 


Rezultă că va exista 0 <t, <tî, astfel ca V [i., cit; to; o) = 
şi V [t,x(t; to; Zo)l>k,pentruto Si St. Rezultă deci | z (î. ; to; 2o)l m: 
Din m S|z (î2; to; 2o)| Se şit > 0 > Varezultăe (î, [e (2; to; 2)l)> 0, 
deci 


lim sup 1 [iz 2 (fat hi tos 20)] — V [iav (taste 20)] — 


h=y0+ h 


< — e [tz, |£ (ta; to; 2o)]]<O0. 
Dar din 


V Lia, £ (ta; to; Zo)l = ha, Vi, z(t; to, 2o)l > pentru ta, <t, 
rezultă 


lim sup Via +rh,(th+h;te, sua [î2, £ (ta; to» £o)] >0 
h=y0+ 


Am obţinut o contradicţie, deci |z(t; 0, 2o)l| <e pentru toţi 

> 0 dacă || < n (e). Cum pentru te SIL avem |z(i; îs, 2)l < 

< m (e) < e, rezultă că |z,| < n (e) implică |z(î; to; 2o)| <e pentru 
toţi î > to. 

Pentru t, > 9 şi || <n < m rezultă V (0, 20) < ka. Dacă există 
i> to astfel ca |z(t; to, 2o)]| >e, atunci există t, > t, > 0 astfel ca 
le (în; tos 20)] = eşi le (t; to, zo)] <e pentru tb <i<t. 

Din t, > 9 rezultă 4 [ta E (în; to, 2o)] > k,. Mai departe demon- 
straţia decurge ca mai sus şi rezultă şi în acest caz |r(t; to, 2o)| <e 
pentru t > to: 

În definitiv, oricare ar fi t, dacă |z,| < m(e) rezultă 


la (î; to»; Zo)l| <e pentru t > to. 


Fie acum h > 0, n(h) găsit ca mai sus, 0<5<n(h), (5) ca 
mai sus. Alegem 0, = 0 (7, h), k, = (m, h), 0, =b(h) Ca =inteti, r) 


C 9, |0 
pentru 0<t<6,,n <r<h, ie Ca id Cal: T(5) = 0, + T,. De- 
monstrăm că dacă || <n(h), există tEelb, to+ 7] astfel ca 
|z (to; 2o)| <n. Dacă nu ar fi aşa, am avea n < |z(i; to, 2o)l| Ch (căci 


am ales pe 2, cu || <% (h)) deci celt, |z (î; to; 2o)|]) > Ca pentru 
tb <t<LO, şi ei, |z (£; to; 2o)l) > ha pentru 0, <iI Lt + 7. Notăm 
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V* (6)=Y [i z(t;to»0)]- Avem V* (to + D)—V* (t)=V* (+ 1)— 
— 0 (01) FV" (0) — Ve) < RT 6,104, 


deci V* (î, + 1) V* (60) — ha Tit 0,02] Sb (hi) — ka Da + 0,102] = 
= 0, — ha Di + 0a |02| =0, ceea ce contrazice faptul că 


V*(to+ TP)>alto+T, |lz(to+ Tito; 2)l)> ha >0. 


Rezultă că există t'€ [îo, to + 7] astfel ca |z(t'; to, Zo)l <r, 
deci |z(ţ;t, z(t; to; Zo))l] <5 pentru tt deci în orice caz 
x (î; to 2o)| < 5dacă |z| <n(h), t>to+ 1(5). 
Cu aceasta stabilitatea asimptotică uniformă a soluţiei banale a. 
sistemului e dovedită. 


TEOREMA 1.8". Dacă soluția banală a sistemului (1) este uniform asimp- 
totie stabilă și dacă Rt, 0) =0, lim R(t,z) =0 uniform în raport 
it — co 


cu ze pentru || SL ao, îar R este lipsehitaană, atunci soluția banală a sis- 
temului (8) este uniform asimptotic stabilă. 

Demonstraţie. Considerăm aceeaşi funcţie V (î, z) ca în teorema 
1.8. Prin ipoteză |R (t, z)| < P(), unde O(1)—>0 cînd î—co şi 
poate fi aleasă monoton descrescătoare. Aceleaşi calcule ca în teorema. 
1.8 conduc la 


h0+ h 
Notăm e (î,r) =e(r)—M b(i).Fie 0 <a ss 
Din lim O (î)==0 rezultă că există 0 (a, 6) > 


l— oo 


avem O (î) < e (a). Rezultă că dacă a <r<B, t>0(0, 6), avem 


B <h, k (o, 6) = Z C (a). 
0) 


astfel ca pentru t > 0 să. 


e (i, 7) > e (a) — ea) > kB). 


Sînt verificate condiţiile din lemă şi teorema 1.8'” rezultă astiel 
demonstrată. 


$ 9. SISTEME LINIARE CU COEFICIENŢI PERIODICI 


Vom studia acum unele probleme de stabilitate pentru sistemele 
liniare. Începem cu sistemele liniare cu coeficienți periodici. 
Fundamentală în teoria sistemelor liniare cu coeficienți periodici 
este următoarea teoremă : 
TEOREMA 1.9. Fiind dat sistemul 
dr 


aia A(t+o)=At), 
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există o matrice P (î), periodică de perioadă w, nesingulară, astfel încât 
schimbarea de variabile a = P (i) y să transforme sistemul într-un sistem 
liniar cu coeficienţi constanţi. 

Demonstraţie. Ca pentru orice sistem periodic, o dată cu z (1) este 
soluţie şi z(t + «). De aici rezultă pentru sistemele liniare 


z(t+ o;s8, 2) = (sto, (lo +oe;s,2))= 
= O (î; to) alto + o;8,0) = C(t;t0) 0 (tb + o;s) a 
Dar 
L(i+o;8,2)=0(t+o;s)a. 

Rezultă C(t+ o; s)=C(t;t0) 0 (to + ojs) 
Luînd aici s=t + o, obţinem 

C(t+o;toto)=0(î;te). 
Luiînd t =0, s=0, obţinem 

C(t+ o; 0) =0(t; 0) C(o; 0). 
Notînd 0 (4; 0) = U (î) această relaţie devine 

U(t+o)=U(0)Ulo). 


Matricea U (w) joacă un rol esenţial în teoria sistemelor liniare cu 
coeficienţi periodici ; ea se numește matrice de monodromie a sistemului. 
Matricea U («) este nesingulară, căci pentru orice î, t, matricea CO (î; t;) 
este inversabilă. Rezultă că putem găsi o matrice B astfel ca U (uw) = 
= e%* '). Punem prin definiţie 


P(t)=U(be-t; 


De d 


*) Într-adevăr, pentru orice matrice nesingulară A putem găsi o matrice B astfel ca 
eB — A Pentru a arăta aceasta să presupunem mai întîi că A are forma normală Jordan; A = 


î 0 1.__0 
1 i Dea 
= | Je = am (Per —— Za), du zf. 0 căci A este nesingulară, Zy = | 3 ij |, Za = 
J; Ar * k 
0 O 
Zi 


— 


/ 


[o.e) 
= 0. Seria 5, — 1) pa. are un număr finit de termeni nenuli, deci converge. Punem, prin 
l=1 


definiţie, 


In (2, + za) d 


a (aer (Zeu) 
AL l 


I=1l 
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P (i) este derivabilă și nesingulară o dată cu U (î) şi e-E. Să arătăm căP (î) 
este periodică. Avem P(i + o) =U (t+ou)e-£tto =U(i)U(o)e Poeti — 
= U(i)e-“*= P()”). 


Prin calcul formal se arată că 


pentru aceasta se observă că se fac aceleași calcule ca în identitatea 

ln (1+ că 1 că Ş 
l+asehNitd 214 |z——+... i ie Paz) eee 
2 2! 2 


02 


unde seria | IL — Fe .. are de data aceasta un număr finit de termeni nenuli. Fie acum 


1 
Br = (n A) Ex + In [zu+ az) . 
N k 


Avem 


1 
ek = (ei i pda za) 
A 


şi dacă luăm 


vom avea 


J 
N = A. 
5 J, 


Dacă A este acum o matrice nesingulară oarecare, există T astfel ca T-1l AT = â, unde A 
este jordaniană ; pe baza celor de mai sus există o matrice B astfel ca e£ = A. Atunci 


O 
=] 
| 
Dai 
(4 
PE: 
Pa 
La 
(q:] 
=] 
.] 
În d 
| 


% 1 = = iei 
Tef ri=7 [p+ + ap... + at) Ţ-1 = 
n 


=E + (PET + (PB... SR DE Na at PI e i A aug 
! n | 


deci luînd B= TB T-1 vom avea eB = A. 
") Am folosit relaţia 
e B(t+ 0) — e-Bo .e— Be. 


această relaţie rezultă imediat din înmulţirea seriilor corespunzătoare, ca în cazul scalar. Obser- 
văm că relaţia 


mu e în general valabilă ; ea este însă valabilă dacă matricile A şi B sînt permutabile, adică dacă 
AB = BA. 
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Să facem acum schimbarea de variabile z = P (î) y. Avem x (î; 2) = 
= U(ba = Pieta, = P(iytt; 2). 
Rezultă că 
y (î; 2) =e 1 
deci 
dy (î, 20) 


EP = Betta = By (1; 2), 


deci y (î; 2) este soluţia sistemului liniar cu coeficienţi constanţi 


Teorema este demonstrată. 
Să observăm că din această teoremă rezultă structura soluţiilor 
sistemelor cu coeficienţi periodici. Avem într-adevăr 


e (î; to, 20) = Pl(t)y(t;to, 2) = Pl(i)eft—t a. 


De aici se deduce că întreaga comportare a soluţiilor unui sistem 
liniar cu coeficienţi periodici va depinde de valorile proprii ale matricii B. 


Dar aceste valori proprii sînt de forma -E In 9-, unde po, sînt valorile 
0) 


proprii ale matricii de monodromie U (w) *). Putem astfel formula 
următoarea teoremă : 

TEOREMA 1.10. Dacă valorile proprii ale matricii de monodromie se 
găsesc în cercul |2| <1 tar valorile proprii situate pe |z| = 1 corespund 
unor celule jordaniene unidimensionale, atunci soluţia banală a sistemului 
este uniform stabilă. Dacă valorile proprii ale matricii de monodromie se 
găsesc în |z| < 1 soluţia banală a sistemului este uniform asimptotic stabilă. 


Demonstraţie. Dacă |p,| <1 rezultă (Be A pn P. ZO; dacă |p,|] = 
69) 


— 1 rezultă Be A în 0, = 0, deci valorile proprii ale matricii B au părţi 
QG) 


reale negative sau nule, iar cele cu părţi reale nule corespund unor celule 
jordaniene unidimensionale. 'Ținînd seama de structura soluţiilor siste- 


”) În general, dacă B este construită ca în nota de la pagina precedentă se vede că ma- 
neg Ip 1 
tricea B, are valorile proprii egale cu In 24, deoarece In ( + î ) are toţi termenii si- 
k 


tuaţi deasupra diagonalei principale. Deoarece 


sa, Ba 
B = | 23 să 3 
a B, 


rezultă că valorile proprii ale lui B sînt In As: În ds. Cum B= 7 B T-—1 rezultă că şi valo- 
rile proprii ale lui B vor îi tot In 1,..., În As. 
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melor liniare cu coeficienţi constanţi rezultă |eei— | < M pentru t > te. 
Dar atunci 
O (î;to)| sI P(0)| |et—] 


rezultă uniform mărginită, căci P (î) fiind periodică şi continuă este 
sigur mărginită. Dacă |p,| < 1, rezultă că valorile proprii ale matricii 
B au părţi reale negative, deci 
|eBt—to | < Ke-—at—b, 
de underezultă o evaluare analogă pentru |C(t; îo)|. 
Să observăm că dacă există o valoare proprie a matricii de mono- 


dromie situată în |2| > 1, atunci soluţia banală a sistemului este sigur 
nestabilă. 


Să dăm o demonstraţie teoremei 1.10 care nu folosește teorema 
1.9. Din relaţia 


U(t+o)=U(DU(u) 
rezultă 
U(t+ko)= U(W[U(o)f. 


Deoarece pentru un t2> 0 oarecare există m natural astfel încît 
(m — 1) o Lt < mu, rezultă 


U (î) = UU)LU (o), 
unde 0 <t' < w. Cum U este continuă, rezultă 
JU (î)] <M | (U(o)”—], 


deci proprietăţile de mărginire ale matricii U () vor depinde de com- 
portarea şirului [U (w)]:. Dacă pentru orice & > 0 acest şir este măr- 


ginit, atunci U (î) este mărginită pentru t2>0 şi are loc stabilitatea. 
Dacă 


I(U (o) |<aqcugq <Il, 


rezultă 
lim [U (o) =0 
k— co 
deci 
lim U(t)=o0 


t— co 
şi are loc stabilitatea asimptotică. Dar, dacă 7 este matricea care aduce 
pe U (w) la forma normală Jordan, avem 


T-1U(o)T = U,U(o)=TUT-, [U(o)k= TUT. 


Rezultă că proprietăţile de mărginire ale şirului [U (w)|F sînt iden- 
tice cu cele ale şirului U*. Dar 


deci 
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deci proprietăţile de mărginire ale şirului U“ vor depinde de cele ale Şi- 
rurilor J*. Dar J* au pe diagonala principală numerele p* iar deasupra. 
diagonalei puteri mai mici ale lui 0,. Rezultă de aici că necesar pentru 
ca [U (co) să fie mărginit este ca şiiurile (p+) să fie mărginite, deci ca, 
pentru valorile proprii p, să avem |p,| < 1. Dacă |o,| = 1 şi celula jorda- 
niană corespunzătoare nu e unidimensională, în matricea JE apar termeni 
de forma k p*—1 care atunci cînd k—co devin oricît de mari, deci ma- 


tricea J! nu este mărginită. Rezultă că necesar şi suficient pentru ca 

[U (wo) să formeze un şir mărginit este ca valorile proprii p, să fie 

în |2|-<1 iar cele pentru care |p,| = 1 să corespundă unor celule jorda- 

niene unidimensionale. Dacă |p,| < 1, atunci lim p* = 0 şi se vedecă 
k— co 


lim [U (w)]* = 0. Teorema este astiel demonstrată. 
kR— oo 


Valorile proprii o, ale matricii de monodromie se numese multiph- 
catorii sistemului. Denumirea se justifică prin următoarea proprietate. 
PROPOZIȚIE. Necesar și suficient ca să existe o soluţie a sistemului pen- 
tru care z(t+ e) = p2(î) este ca psă fie o valoare proprie a matricii 
U (w). 
Demonstraţie. Orice soluţie z (î) se poate scrie sub forma 
z (î) = U(d)z (0). 
Condiţia 
z(t4+ o) =pr() 
se scrie deci 
U(t+ o)z(0)=pU(i)z(0). 
Dar 
U(t+ou)=U(W)U(u) 
deci 
U(î) U (o) 2(0)=pU(Dz00). 


Deoarece U (î) este nesingulară, condiţia devine 
U (o) 2 (0) = paz (0) 


şi se vede că p trebuie să fie o valoare proprie a matricii U (o). 

Cu ajutorul teoremei 1.10 se pot obţine condiţii efective de stabi- 
litate pentru sistemele liniare cu coeficienţii periodici. Iată cea mai sim- 
plă condiţie de acest îel: 

TEOREMA 1.11. Pie C o matrice constantă ale cărei valori proprii 
au părți reale negative, A (î) o malrice periodică de perioadă vw. Dacă. 
) |A (î) — C| dt este suficient de mică, soluţia banală a sistemului 

A A (i)z 
di 


este asimptotic stabilă. 
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Demonstraţie. Dacă z (4; 2) este soluţia sistemului care pentru 
4 = 0 coincide cu z, putem scrie 


deci pe baza formulei variaţiei constantelor 
ţ 
z (t; 29) = et za +| eci—» [A (3) — 0] az (s; 2) ds. 
«0 
Această relaţie se mai poate scrie 


t 

U (î) 2, =ez + ect—> [A (s) — 0] U (s)z, ds, 
0 

deci 


U (î) = et + ( ect—> [A (s) — 0] U (s) ds. 
„ 0 


Conform ipotezelor avem 


deci 
țt 
U(0)| < Rea + Re A (5) —01LU (9)| as. 
PL |) 
Notînd 
| o (i) =e“|U(i)|, 
obţinem 
ţ 
0 <E+ EL IA (6) — los) e 
“O 
de unde 
K Și lA(8)—C | ds 
v (î) << Ke 
În particular 
zf | A(8)—0 | as 
2 (no o) <Ke , 
deci 
— a npo + KE Ma |4(8)—0 | as 
|U (n o)| <Ke 
Dacă 
mg 1 q 
A(8)—C|ăds< mo i îm dog<1 
| uw-oi mp, gl, 

rezultă 


LU (no) <q<l. 
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Dar ngw este tot o perioadă a sistemului şi aplicînd teorema 1.10 
rezultă stabilitatea asimptotică uniformă. 


Avem însă, din cauza periodicităţii, 


N 46) — 0las=mj LA (s) — C|ăds, 
0 0 


deci condiția de stabilitate devine 


Ade) 20 a e 0 aa ca pi oa 
+0 K Kn9 K 


Cum n poate îi ales arbitrar de mare, rezultă că dacă 


(146) 0lâs < d 
0 K 


“ 


condiția de stabilitate este asigurată. 
Vom stabili acum o teoremă care face să intervină unele consideraţii 
mai profunde. 


TEOREMA 1.12. Dacă B (i) este o matrice periodică astfel încît ma- 
tricea de monodromie a sistemului 


dz 
— = B(bz 
PF (£) 


are valori proprii distincie situate pe cercul unitate, iar matricea periodică 
A (1) are proprietatea că ecuaţia caracteristică a matricii de monodromie a 
Sistemului 


dz 
— = A (baz 
d; (£) 


este reciprocă și în plus N LA (î) — B(0)| dt este suficient de mică, atunci 
0 
soluţiile sistemului 


dz 
—— = Al(baz 
EP (£) 


sînt mărginite pe toată aza. 
Demonstraţie. Fie V (î) matricea fundamentală de soluţii a sistemului 
da 
— = B(i)z 
PP (î) &, 
iar U (1) cea a sistemului 
dr 


= Aha; VOD=U0=E. 
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Avem 
O ADI =B0UW+ 4 B010W. 
Pe baza formulei variaţiei constantelor rezultă 
U0=V0+ i P (0 V—(5) [4 (5) — B(5)1U (5) âs. 


Matricea de monodromie V («) are prin ipoteză valori proprii dis- 
tincte situate pe cercul unitate, deci are forma normală diagonală, ele- 
mentele de pe diagonală avînd modulul 1. Rezultă de aici că şirurile 
Vn(o)gi V— (o), n = 1, 2,..., sînt mărginite, deci pe baza relaţiei 

V(t+o)=V()V (o) 


rezultă că V (î) şi V—(t) sînt mărginite. Într-adevăr, pentru t arbitrar 
există m întreg astfel încît (m — 1) o <t<mou, deci 


i=t+(m-—Ll)o, 
unde Oi <ou; rezultă 
V(D)=V()V [(m—1)o]=V(t)W”—(o), 


deci V (î) e mărginită pe toată aa. 
La îel, deoarece V-1 (1) este matrice de soluţii pentru sistemul 
adjunct, care este tot un sistem cu coeficienţi periodici, rezultă 


Vii(t+o)= ViI(0)V-(o), 
deci pentru orice ! 
Vi) = Vi) P-m (o), 
ceea ce arată că şi V-1 (1) este mărginită pe toată axa. Avem 


D070 =(V OV At) — BI lU 6) —V (0185 + 


A 
+ V(î) V-1(s) [A (s) — B(s8)] V (8) ds. 
+ O 
Rezultă pentru 0 < i < w evaluarea 


UW-V o <l l4)—Bis)lăs+ 
«0 


ru la B(S)I|U()—V(s)lâs. 


De aici deducem 


M, $, A (3)—B (3)]ds 


To) Vol < Mb 1406-89] ds e 
0 
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ceea, ce arată că dacă | LA (s) — B (s)| ds este destul de mică, atunci ma- 
0 


tricile U (w) şi V («) diferă oricât de puţin între ele. 

Considerăm valorile proprii ale matricii V (w); conform ipotezei 
ele sînt distincte şi situate pe cercul unitate. Înconjurăm aceste valori 
proprii cu cercuri destul de mici pentru ca în fiecare cerc să se afle o singură 


valoare proprie şi cercurile să nu se intersecteze. Dacă “la (s)—B (s) | ds 
0 


este destul de mică, matricile U (w) şi V («) sînt destul de apropiate 
pentru ca în fiecare asemenea cerc să se afle o valoare proprie şi 
numai una a matricii U (w). Prin ipoteză, matricea U («) are ecuaţia 


caracteristică reciprocă, deci o dată cu p, este valoare proprie şi E - 
Pr 
deoarece U («) este reală, atunci este valoare proprie şi 29 + Valorile o, 
Pr 


Şi Li sînt simetrice faţă de cercul unitate şi dacă p, este într-un cere 
Pr 


L L] . 1 A . 
mic cu centrul pe cercul unitate, atunci — este în acelaşi cerc. Dar 
Pr 
în cercurile construite se ailă o singură valoare proprie a matricii U (vw), 


deci o, şi E coincid. 
Pr 

Aceasta înseamnă însă că pp = 1, deci |p,| = 1, deci valorile 
proprii ale matricii U (c) se află pe cercul unitate. Din faptul că valorile 
proprii ale matricii V («) sînt distincte, rezultă că și cele ale matricii 
U (w) sînt distincte şi teorema este demonstrată. 

Vom stabili acum unele fapte care ne vor permite să dăm teoremei 
demonstrate un caracter mai efectiv. 

Foarte adesea în problemele de mecanică se întîlnesc sistemele ca.- 
nonice de forma 


dp,  9H dq, OH 
07-A BRL i AIR RR 


CC d —e—————— 
zarea d 


di 04 at 9p,; 


În cazul cînd H este o formă pătratică în variabilele p;, q; cu coefi- 
cienţii funcţii de t, sistemul rezultă liniar. 


Notînd p; = 2, Qi; = or A = 9; îi (îi); z,, sistemul cano- 


nic liniar se scrie: 


dz; da, +; 
—— = i hai (bz, ——— = — 9 ha. 
d Op a d i 
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Notînd cu H matricea (1) şi cu I matricea L Ta ), unde £, 


este matricea unitate de ordinul n, vom avea 


0. . .0 1 0. . .0O hu . ...... his Îi m+i himae . hi.2n 
0...0 0 1...0 ha e... ho —Ohomri —Ohom+a- e hos2n 
6 0) Baii i ciinii (IN li că ba tic decăt i i au 
— 1 000 0 hai ha+1,n ani ....... hai 2n 
0 —1 0...0 hopa oo... Poza. No Rai 05 aa d ai han, 2 


hai ... hai, n ha, ml .. e hai, 2n 


şi se vede că sistemul se poate scrie sub forma 


ca: = IA (i) e. 
dt 


PROPOZIŢIE. Dacă U (t) este matricea fundamentală de soluţii cu U (0) — 
— H avem 


UV" 1U=L; 
Demonstraţie. Avem 
6 vinei 00 eu ag 08 
di di di 
Dar 
dU IHU, dU U* [+ , 
di d! 
deci 
Sa [U*1U]=V'*BE"'rIUL+VU*IIHU. 
Dar 
ss da AH, 
deci 
a [U*1U]= — U*HIIU+U*IIHU. 


Se verifică prin calcul direct că 


= (3, P()-E9- 
_B 0]l—E, 0 0—E, ză 
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Rezultă 
A U*ZU] = U'HU — U'HU=0, 


deci U“IU este o matrice constantă. Pentru t — 0, aceasta coincide 
cu I, deci pentru toţi t avem 


U*IU=I. 


Matricile cu proprietatea A*I A = I se numesc simplectice. 

Propoziția demonstrată afirmă deci că pentru un sistem canonic 
matricea U (î) este simplectică pentru orice f. 

Dacă presupunem acum că H (î) este periodică de perioadă vw, 
din propoziţia demonstrată rezultă că matricea de monodromie este sim- 
plectică. 

„PROPOZIȚIE. Fcuația caracteristică a unei matrici simplectice este 
reciprocă. 

Demonstraţie. Din A*I A — I rezultă I-"1A*1 — A”1; dar A şi A*au 
aceleași valori proprii, A* şi 11 A“*I au aceleași valori proprii, deci 
A şi [ 1 A* I au aceleaşi valori proprii, deci A şi A”! au aceleaşi valori 


... yd [] . e... e 1 
proprii. Dar dacă p, este o valoare proprie a matricii A, atunci — 


Pe 
este valoare proprie a matricii A 1, deci o dată cu valoarea proprie p, 


matricea simplectică A admite şi valoarea proprie E deci ecuaţia ei 
Pr 
caracteristică este reciprocă. 

Din cele două propoziţii de mai sus rezultă următoarea pro- 
poziţie cunoscută sub numele de teorema lui Poincare-Liapunov : 

PROPOZIŢIE.  Ecuaţia caracteristică a matricii de monodromie a 
unui sistem canonic este reciprocă. 

Din această propoziţie rezultă în particular faptul că pentru sis- 
temele canonice cu coeficienţi periodici nu poate avea loc stabilitatea 
asimptotică deoarece dacă sistemul admite un multiplicator în interiorul 
cercului unitate, el admite numaidecât şi un multiplicator în afara cercului 
unitate (simetric cu primul). 

Pentru sistemele canonice, ca pentru toate sistomele pentru care 
ecuaţia caracteristică a matricii de monodromie este reciprocă, poate 
avea loc numai mărginirea soluţiilor pe toată axa, şi anume în cazul 
cînd multiplicatorii se află pe cercul unitate şi forma normală Jordan 
este diagonală. 

Vom pune acum în evidenţă încă o clasă de sisteme pentru care 
ecuaţia caracteristică a matricii de monodromie este reciprocă. 

PROPOZIŢIE. Dacă 


GA (—D+AWDGQ=0, 


e=(P 0, 
0—F: 


unde 


TEORIA STABILITĂȚII 117 


ecuaţia caracteristică a matricii de monodromie a sistemului 
dz 
— = A (ba 
di 


este reciprocă. 
Demonstraţie. Pentru sistemele considerate are loc relaţia 


U(—5)=GU(t)QG-. 
Într-adevăr, avem 
dU (1 d 
N air iu 
= GA (î) U(0) + A(—)U(—00 = (GA()+A(—0DG]U (0) + 
+ A(O0LU(-00 —GU(0]; dar G=a-1, 


A I0U (0 — U(-nal=a (=) 


deci 
GA (O) +A(—D00=GI1A()+A(—0)01= 
—G- [A (0G-+GA(—5)]G-1=0. 
Rezultă 


a [GU (î) — U(—0)G]= — A (—0) [GU (6) — U(—0G]. 


De aici se vede că matricea GU (î) — U(—i)G verifică o ecuaţie 
diferenţială liniară şi deoarece pentru ti = 0 această matrice este nulă, 
ea rezultă identic nulă. Dar dacă 


GU (î) = U(—05G 
rezultă 
U(—i)=GU(DQ-L. 
Pentru i = w secapătă 
U(—o)=GU(o)QG-l. 
Dar 
U(—o)=[Ul(o)]!. 

Rezultă că [U (w)] 1 coincide cu GU (w) G1, deci are aceleaşi 
valori proprii ca U («), ceea ce arată că ecuaţia caracteristică a matricii 
U («) este reciprocă. 

Pe baza ultimelor două propoziţii vom obţine imediat exemple 
efective de sisteme pentru care ecuaţia caracteristică a matricii de mono- 
dromie este reciprocă şi pentru care teorema 1.12 capătă un caracter foarte 
efectiv. 

PROPOZIŢIE. Considerăm sistemul de ordinul al doilea 

d2y 
di? 


+ [0+ P(0)ly =0, 
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unde O și P sînt matrici de ordinul n. Dacă matricile O şi P sînt reale și 
simetrice sau dacă C este reală oarecare și P (—1) = = P(t), atunci ecuaţia 
caracteristică a matricii de monodromie este reciprocă. 
Demonstraţie. Dacă O şi P sînt reale şi simetrice, sistemul echivalent 
dy dz 
— — 2, — = — [0-A+ P( 
îi e S, [ (£)1y 


este canonic. 
Într-adevăr, matricea sistemului este de forma, 


rea AE. 
—0—P 0 
şi se vede că este egală cu IH, unde H — În ui » deci H e simetrică 


o dată cu 0 şi P. 
Dacă C e reală oarecare şi P (—t) = P (i) avem 


0 LH 0 E 
46-0=(_o poa 0-44 S40=(oup o) 
Awe=| o_20) 
deci 
AGO+GA(5=0, 
adică 


GA (—t) +A ()QG =—0 
şi propoziţia e demonstrată. 


Putem acum formula : 
TEOREMA 1.12'. Considerăm sistemul 


dy 


C-+AP(I = 0, 
roada (î)]y = 
unde 
1) O este simetrică și pozitiv definită, iar P (i) e simetrică sau U este 
reală oarecare, cu valori proprii distincte și pozitive, iar P(—ti) = P (i); 
P (î) este periodică în ti de perioadă vw ; 


E 2 i 
2) dacă o? ,..., co? sânt valorile proprii ale lui C și 5 = id atunci 
Q) 


w, E 0, = m. 

Atunci, pentru |A| sufioient de mic, soluţiile sistemului sînt mărgi- 
mite pe toată aza. 

Demonstraţie. Ipoteza 1) asigură că ecuaţia caracteristică a siste- 
mului este reciprocă ; pentru A = 0 se capătă sistemul 


TEORIA STABILITĂȚII 119 
0 FE, ş 
d ; matricea de monodromie corespunzătoare este 


ete. Valorile proprii ale matricii e sînt de forma e*, unde 1, sînt 
valorile proprii ale matricii B. Aceste valori proprii sînt date de ecuaţia 


pie B =| 


Di 120 J=o 

-0 E, 
Dar 

det| 6” a = [= Ha | = act 0-2) 
SE E A —0—XB, —AE, 


Rezultă că —)2 sînt valorile proprii ale matricii C, deci —)2 = «2. 
Deducem de aici că valorile proprii ale matricii B sînt de forma + fc, 
deci valorile proprii ale matricii e“ sint de forma e*:%;*. Dacă u, + o, £ 


ȘI 2mr S0 ră s s ş 
=£ mă, rezultă e, + o, £F ——, deci tu; otto, of 2mi,deci va- 
4) 


lorile proprii e:i“;* sînt distincte. Sîntem astfel în condiţiile teoremei 
1.12 şi deducem că soluţiile sistemului sînt mărginite pe toată axa pentru 
|A | suficient de mic. 


$ 10. CONDIŢIA LUI PERRON 


DEFINIŢIE. Vom spune că sistemul 
= (1) Hi 


satisface condiția lui Perron dacă pentru orice funcţie continuă f (), măr- 
ginită pe semiaza t > 0, soluţia sistemului 


da 
> l) 2 i 
EP (î)z+f(?) 
cu z(0) =0 este mărginită pe semiaxa t>0. 
TEOREMA 1.13. Dacă |A (î)| <A și sistemul satisface condiţiei 
lui Perron, atunci soluţia banală a sistemului este uniform asimptotic stabilă. 
Înainte de a trece la demonstraţia teoremei vom stabili o serie de 
fapte preliminare. 
LEMA 1.  BEaistă 8 > 0 astfel încât oricare ar fi î, is > 0 și 
|s — to] < 5 să avem 


l 
|X (7, 8) — A (ţ, to) În |X (î, to) |. 
Demonstraţie. Din 
X (î, z) = ĂX (7, to) Ă (fo 8) 
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rezultă 
AX (6,8) — AX (to) SIX (to) X (,8)—FEl. 
Dar 
Ă (o, 8) = Y (8,to) 
Şi 
SO ete). = —Y (8, to) A (8), 
ds 
deci 
Y (5,4) =EB -| Y (0,4) 4 (0)do = E — 
« le 

—t [Y (o, tb) —FE]A (o) do + Y A (o) ds, 

de unde d i, 


Ye) — BI <A todo + IE (ot) — BIlA (o) 
AA te 


deci 
|XY (8, î0) — E | SS A0 do e4%, A = sup |A (0)|. 
Dacă 85, e suficient de mic, rezultă 
Ag 8p eo < — 


şi lema e demonstrată. 
CONSECINȚĂ. Ezistă 3, > 0 astfel ca 


1 3 
oa pita) ls (ai) | se |X (î, to)l dacă |s —t,| < 5. 


LEMA 2. Dacă j |X (î, a)] da < O pentru t > 0, există M astfel ca 
0 


IX (î,a)| <M pentru 0 <a st. 


Demonstraţie. Dacă afirmaţia nu ar fi adevărată, există a, şi ti 


astfel ca 0 < o, <t, şi | (î,, 4,)l| n. Sirul (4 este nemărginit. Î 


adevăr, dacă î, < 1, am avea |ĂX (î,, «,)| Lefte, ceea ce contrazice 


felul cum au fost definite a, şi t,. Dacă (a, este nemărginit, avem 


i + 5e 
0>| LX (4, a) | da >| Za, da > 30 1 (usa) > = 3, n 


0 &p 


ceea ce este contradictoriu. Dacă «, nu este mărginit, avem 


A ed 
0 > Xa >" LX (tm dle > 20 1X i z,) | 
e O 


Xp—6 0 


ceea ce este din nou contradictoriu. Lema e demonstrată. 
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LEMA 3. Dacă sistemul satisface condiția lui Perron, atunci există 
0 astfel ca 


t 
| |X (î, a)| dt <C pentru orice t>0. 


«0 


Demonstrație. Soluţia cu condiţia z (0) = 0 a sistemului neomogen. 
este dată de formula 


ţ 
z (t) =| A (î, a)f(a)dea. 
«0 
Din condiţia lui Perron rezultă că pentru orice funcţie continuă şi 
mărginită f definită pe t:> 0, funcţia (x (£, a) f (a) da este mărginită. 
0 


Pentru ti fixat, considerăm operatorul U (f) care aplică spaţiul Banach 
al funcţiilor vectoriale continue f, mărginite pe semiaxa t > 0, în spa- 
țţiul vectorilor numerici, definit de 


Up=| 2 fo ăa. 


Fie (ţp şirul numerelor raţionale pozitive, 
t 

UD =V2 (a 970) da. 
“0 


Deoarece pentru |f|| < e, funcţia [ AX (t, «) f (a) da este mărginită, 
O 


rezultă 
lim sup |U,(f)]| < ce. 


Deoarece sfera ||f|| < e, este în spaţiul Banach considerat o mulțime: 
de-a doua categorie, putem aplica lema lui Banach-Steinhaus şi deducem. 
că există M cu |U, (f)|| < M|f|| pentru orice f din spaţiu, deci 


ț 
(za, fo dal < UI 


Pentru ! real oarecare există un şir ţi, ) de numere raţionale a cărui 
limită este î. Din 


În (ea fiăa| < N IŢI 


“ 


rezultă 


( X (î o) flo) da | <H IŢI 


Li 
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pentru orice f din spaţiu. Fie x, elementele matricii X (î, «); pentru î 
fixat considerăm vectorul f* ale cărui componente f* sînt egale cu sign z,,. 
Vectorul Xf* va avea componentele 


Wa SISN Da = ||: 
k k 
Fie f*" un şir de vectori, cu elementele funcţii continue tinzind 


către f* . Pe baza teoremei lui Lebesgue de trecere la limită sub semnul de 
integrare, rezultă 


lim ( Ă (î, a) f*- (a) da =( (î, a) f* (a) da 
şi din ! 
SMIf*”| 


( X (î,%)f** (a) da 


«0 


rezultă pentru n — co 


( A (î, a) f* (a) da 


«0 


< M 


deci 
i 
| Ş, za (to)idasW.. 


«0 k 


Deoarece această relaţie este adevărată pentru orice 7 rezultă că 
există 0 astiel ca 


ţ 
| X(a)lăa<0 
0 


Şi lema e demonstrată. 
Demonstrația teoremei 1.13. Din lemele 2 şi 3 rezultă stabilitatea 


uniformă. Mai departe din |X (a, t) < M rezultă pe baza condiţiei 
lui Perron 


(x (î, a) X (c, to) dal <C, 
AL) 


deci 


C 
t| ZX (6, î0)| <C lĂ (d, to)l| sara 


ceea ce arată că are loc stabilitatea asimptotică. 
Ținînd seama de lema 3 avem 


(x (î, a) A (ax, to) da 
0 


A 
<l IL ol IX lot) lada < 
„0 


ţi 
<MUL |X (i a)lăx < MO =0, 
..0 
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deci C, este independent de î,. De aici rezultă că stabilitatea asimptotică 
e uniformă şi teorema e demonstrată. 
O generalizare a teoremei 1.13 datorită lui M. Reghiş se obţine în felul 


următor. Fie La spaţiul funcţiilor vectoriale definite pe semiaxa t > 0 
măsurabile şi astfel ca N |h (s) |» er ds < oo, Le spaţiul funcţiilor pentru 
0 


care vrai sup |h (s) | e <oo. Luînd în aceste spaţii normele 
s>0 


că ( ao 1 
1% la = [ÎI (6) pere da)eep e Ies) 
«0 
respectiv | 
| Plc. = vrai sup |h (s)| e, 
s>0 
LI şi Le devin spaţii Banach, căci operatorul liniar Os : 12—12 definit 
de Qi, h = e2-2: ph (8) este un izomorfism izometrie între [2 şi [4, iar L 


este spaţiu Banach. 
LEMA 4. Dacă 


Vu=lZunut) ds 
0 


e 


este un operator din Li în Ls, atunci 
| Vu la. N lu lia. 
Demonstraţie. Dacă (t,) e şirul numerelor raţionale pozitive şi 


i 
Vu = eh (2 (4, 8) u (8) ds, 
«'0 


avem, prin ipoteză, pentru u€L:, sup |V, (u) || <oo, deci conform 
n31 
lemei Banach-Steinhaus | V, | <M, deci 


| Vu SM lu lo» 
sau 


tu 
ete | X (în 5) u (8) ăs |<M luloo, 
a O 
de unde 


ț | 
eul! Z (6,5) u (5) ds] < N llullo 


0 


şi lema e demonstrată. 
TEOREMA 1.13'. Dacă există pE€ [1, + co) astfel ca pentru orice 
f€ La soluţia cu z (0) = 0 a sistemului 
da 


(0) + f 
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să aparțină lui Le, a, b > 0, atunci există h > 0 astfel ca 
| 2 (£, î0)| < he e-%, 
pentru tit > lo >0. 
Demonstratie. Fie 8, constanta din lema 1. Definim funcţiile 
1 
-= XX (8, m59)z 
un(e) = | 35 7 (m) 20, se [mă (m + 8 la |=1, 
e“ |X (s,m30)| i 
sE [măo, (m + 1) 3], s>0. 


Avem u„ E La și || m llo.a CL. Conform lemei 4, 


ţ _ | em +1)8 
ue > 2 da |=35 | X (3, sp X (8 md) 2 < 
«0 «89 e:*| X(s,m3,)| 
(m+4+ 1) 8 ds 


1 
<<? |X (ti, mă n 
il ici „| e |X (5, măa)| 


m59 


1 
>> 6o ? = |X (î,m 50) | 59 e ea 


căci | (3, m3.)| < = pentru mă, <s<(m+1)3. 


Rezultă 
5 


1 
|X (6, mă) |s<3? M 51. 68 eam8 e-ui, 


Fie s € [0] şi m astfel ca m 5 Ss < (m + 1) 5. Rezultă 
3 
| (îs)| < | X(tm 8) (m 5o,s) | < =. | X(t.m3o) | < 


3 )2 — 
<() M 0% 392 es e-ti — he et 


şi teorema e demonstrată. 
Vom demonstra acum o teoremă datorită tot lui M. Reghiş relativă 


la existenţa unei funcţii Liapunov pentru sistemele liniare cu proprie- 


tatea din teorema 1.13'. 
TEOREMA 1.6'”'. Dacă |Ă (î, to) | <Lhe% e-%, atunci oricare ar fă. 


9 < b există V(z,t) continuă, cu proprietățile 
i Dă) 4 (0, t) = 0, i > 0, 2 | V (2,1) a V (>, t) | < Lp (7) EA — Wa , 


pentru z; € D, % let |lz| <V(z, t) <k (8)ec—t8 ||, 


hR—0+ 
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Demonstraţie. Se defirieşte 


V (7,5 = e: || (3; 2) lăz. 
țt 


Convergenţa uniformă a integralei e asigurată pentru 0 < i < 7, |z| <K 
datorită ipotezei 5 < b. 


Pa, Vlad) < | |z(s;t, 2) |— letală 


t 


<| es | (7;t, z) aiba) e” |ăĂ (7,t) |lădr | —z | 
t 


e' 


<< L (î)| 2, — z, | unde Lo = e |X (7, az <a ee e— e“! dr = 
ţt i 


-— h e(a-btâit 


b—5 


Mai departe 
V (z, pei (7, î) ldr |z| =L( | |=k(8)ea—t8 


t 


V (z,t) > | 


t 


t+a i 
2 (0; bo)lăz >er| aia) d Za 
ț 


(cu aceleaşi raționamente ca în teorema 1.6''). Se vede imediat că 


00 [- «] 
V [zt; to, o) a=| e |a(r;t, 2 (tite) az =| es? | E (7 sto; 20) | d7 
L: IL: 
deci 


d 
a,Y [2 (ist zoil=e% la(istos 20)]. 


Pentru t = t, se capătă condiţia din enunţ. 

Să încheiem aceste consideraţii cu o teoremă de stabilitate după 
prima aproximaţie. 

TEOREMA 1.7'''. Dacă |X (î, o) | he e—, oricare ar fi funcţia 
O(z, î)eu |b (at) SAU |z|”,llzi| <D; fe Lo, | f llio.o << K, soluția 
e (t; to; o) a ecuaţiei 

dz 


CU | 29| suficient de mic verifică inegahiatea 


a (5 în; o) | H(hm)ew e* ||, t>to >0. 
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Valoarea iniţială z, trebuie să verifice relaţiile : 


(a) dacă a > b, m > îi DE[l, + oo] 
a e 
| 20| < [2 (m—1) hm ene-—2o |] feo || elen jan] Ps —+ tii 1 
(6) dacă a>bm=op=l 
1 
| 20 |-< [2 (m—1) hm ene-oi |] f lao] m ; 
(%) dacă ab, m > 1, pEell,+o] 
Deta + Si i] 
| o |S[2 (m—L) h” || f los || ee melao ] mo —+ Fi = 1; 
(5) dacă ab, m=1, pel[l,+oo], | zo || <D 


Demonstraţie. Avem 


(2 (to) ISI (i) la! + IG, O lz(yslăz, i > >0- 
to 
Punînd i=t+sr=tptolz(to+ sto 2o)l=e(5),p(0)= zl 
rezultă 
o (8) < h ealo e—tte e—bs o (0) + h ea.tot6) e-bifots) f (lo + 0) qm (6) do, 


0 
sau 


g (5) <Ee p(0)+ Eee fi, + o) pr (5) dc, 
+ 0 
unde 
K =, e(4—b)to A a > b 
h, ab 
Dacă / (s) este definită de ecuaţia 
y (5) = Eee p(0) + Ken ef, + o) jr (5) d, 5 >0 


e 


atunci 
p(9)<y (5)şi ar Q (5) n, 0 (5) = ot ft +5). 


În cazurile (a), (6), (7) aceasta este o ecuaţie de tip Bernouli şi obţinem 
1 


Y (s)= [LV (0) |-m e(m—1)bs Ema: (m—1) HK e(m—Dbs i e(a— mb)o f (to+ 0) do] m, s>0. 
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Dar y (0) = K q(0) şi e (s) <y (3), deci 


o) (s) <K e—bs e) (0) l- (m—1) d [e (0)jm— ( ela—mbo f (i, EI 0) do 
0 


e 


În cazul (a), 
K =h eee f(to + o) el-m2 do < || f lov || e*—29 lao) 
0 


şi rezultă ţinind seama de evaluarea pentru |z,| 
1 
e (8) < Dm-i , eta-bilo e—bs 9 (0), 
deci 


1 
|z(î; to» 20) | <He e | |, H = 2": n. 
Celelalte cazuri se tratează la fel. 
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a matricilor la forma normală Jordan sînt reproduse după [18]. Demon- 
straţia algebrică a teoremei de existenţă a funcţiei Liapunov pentru 
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fost stabilite în forma din text de către D. Wexler. Teorema 1.8" a fost 
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CAPITOLUL Ii 


STUDIUL STABILITĂȚII ABSOLUTE LA SISTEMELE NELINIARE 
DE REGLARE AUTOMATĂ 


Un sistem de reglare automată constă din obiectul reglării şi regula - 
tor. Regulatorul are sarcina să menţină în obiectul reglării o anumită 
mişcare, deci procesul reglării constă în faptul că regulatorul se opune 
oricăror abateri de la această mişcare. 

Mișcarea sistemului de reglare considerat ca un întreg este descrisă 


de un anumit sistem de ecuaţii diferenţiale ordinare 2 = A (4,2). 


De fapt se poate întîmpla să apară şi ecuaţii cu derivate parţiale, ecuaţii 
integro-diferenţiale, sau ecuaţii cu argument întirziat ; aceasta depinde de 
natura elementelor cu ajutorul cărora se realizează sistemul. În cele ce ur- 
mează se vor considera numai sisteme a căror mişcare este descrisă de ecua- 
ţii diferenţiale ordinare. Fie z = 2, (1) mișcarea pe care dorim să o menţi- 
nem. Abaterile sistemului de la această mişcare pot fi provocate fie de 
perturbații instantanee, care, aşa cum am mai văzut, se traduc prin modi- 
ficări ale condiţiilor iniţiale, fie de apariţia unor perturbații permanente. 
Practic, menţinerea mișcării dorite revine la faptul că mișcarea reală a 
sistemului se menţine în apropierea mișcării dorite. Se vede deci că pro- 
blema revine la asigurarea stabilităţii mişcării z = 2, (t) în raport cu orice 
abateri ale condiţiilor iniţiale şi cu perturbații permanente. Asemenea sta- 
bilitate este asigurată, după cum am văzut, dacă soluţia =, (i) este 
uniform asimptotic stabilă în mare. Prin urmare găsirea condiţiilor de 
stabilitate pentru sistemele de reglare automată revine la găsirea unor 
condiţii de stabilitate asimptotică în mare. Ecuațiile sistemelor de regla- 
re uzuale vor avea forme particulare speciale şi condiţiile de stabilitate 
vor trebui să fie pe de o parte efective, pe de altă parte suficient de largi 
pentru a lăsa o anumită libertate proiectantului în luarea în considerare 
şi a altor calităţi care se cer sistemului. 

Vom presupune că obiectul reglării este determinat de m coordonate 
generalizate v,,. . . Mm iar regulatorul de o singură coordonată u. Mişcarea 


9 — c. 3902 
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obiectului reglării va fi descrisă de ecuaţiile e = În (amo o î) 


2 
iar a regulatorului de o ecuaţie =: = FF (m: - Tm kb). Ca întotdeauna 


în problemele de stabilitate, se formează ecuațiile mişcării perturbate, 
reducînd problema la studiul stabilităţii soluției banale. 

Pentru sistemele de reglare uzuale de care ne vom ocupa, se consideră 
că ecuaţiile mișcării perturbate nu depind explicit de t, şi se mai fac în 
plus unele ipoteze simplificatoare care conduc la faptul că unele ecua- 
ţii rezultă liniare. Toate aceste ipoteze corespund unor scheme tehnice 
efective şi sînt justificate pentru clase largi de sisteme. 

Ecuațiile mişcării perturbate pentru obiectul reglării se presupun 
liniare cu coeficienţi constanţi: = 20; ms Fu. Pentru u =0 se 
capătă mişcarea liberă a obiectului reglării, fără intervenţia regulatorului. 
Ecuația organului regulator se presupune de forma 

V*u + Wu +Su=f'(0), 
unde o = 529,1; —ry iar f*(o) este o funcţie neliniară despre care se 
presupune în general numai că f*(0)=0, cf*(6)> 0 pentru cFo0; 
uneori se consideră funcţii mai generale cu f*(6) = 0 pentru |o| o; 
of*(0) > 0 pentru |o| > oo. 

Se presupune că a, b, p, r sînt constante. După cum se vede, în 
aceste ecuaţii singura neliniaritate este introdusă de îuncţia f* (6). Acest 
tip de sisteme a fost în mod deosebit studiat în ultimii 15—16 ani dee 
apariţia în 1944 a unei lucrări a lui A.I. Lurie şi V. N. Postnikov. In 
ultima vreme, din ce în ce mai mult se pune problema lărgirii clasei de 
sisteme considerate, atît prin introducerea mai multor organe de reglare, 
ceea ce revine la introducerea mai multor funcţii f,;(6,;), cît şi prin luarea 
în considerare a neliniarităţilor reale în ecuaţiile obiectului reglării, 
ale regulatorilor sau în expresia mărimilor o, care caracterizează interac- 
ţiunile dintre regulator și obiectul reglării. În toate aceste direcţii există 
pînă acum rezultate puţine şi cu caracter de început. 

Ecuațiile de mişcare se aduc la anumite forme normale prin schim- 
bări de variabile simple. Se pune E =pu-+qu şi ecuaţia regulatorului 
se scrie sub forma 

2 e 2 2 q2 W 
Pg Ie He du + su=fio); 
P P P p P 


2 
se aleg coeficienţii p şi q astfel încît V? (2) + (2) + 8 —0. Notind 
p p 


CU Pm+a Şi 0m+2 valorile lui 4 care se obţin ca rădăcini ale acestei ecuaţii. 


p 
se obţin pentru regulator două ecuaţii de ordinul întii de forma : 


Ea ini ră E = pm E —a5+9f'(0). 
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Notind u = nm+a se obţine, după schimbări corespunzătoare de notații, 
un sistem de forma 


ha = ba ma that, E pm E flo), 0= Span. () 


a=1 


În cazul particular cînd S = 0, ecuaţiile (1) capătă forma 


e = Și ba mat het, E =f(0), = E pan; 


a=1l 


în cazul cînd V? = 0, după transformări simple se obţine 


de = 3 bea mat mw BE — Pmiutf(o), 6 = pana tm; 


a=1] 


în cazul cînd, $ — V2 = 0, ecuaţiile (1) capătă forma 


e = 3 bi mate pf (0) 0 = pr Mat Pmhu- 


& = 1 


Aceste ecuaţii au fost studiate pentru prima dată de A. I. Lurie. 
cele ce urmează vom arăta cum se studiază stabilitatea pentru asemenea 
sisteme. 


$1. FORMA CANONICĂ ȘI FUNCŢIA LIAPUNOV CORESPUNZĂTOARE 


Pentru sistemele de reglare automată se formulează următoarea 
problemă de stabilitate. Se cere să se formuleze condiții relative la coefi- 
ctenții care intervin în sistem astfel încât soluția banală a sistemului (1) 
să fie asimptotic stabilă în mare, oricare ar fi funcţia f din clasa considerată 
(of (6) > 0 pentru c£0, f(0)=0). 

Dacă soluția banală a sistemului este asimptotic stabilă în mare pentru 
orice funeție f din clasa considerată, spunem că sistemul este absolut stabil. 

Metoda dată de A. I. Lurie în studiul stabilităţii absolute se bazează 
pe aducerea sistemului la anumite forme canonice şi pe construirea con- 
venabilă a unei funcţii Liapunov. 

Se face schimbarea de variabile z, = Ș; ca na + £; avem 


a=1 
= Sar i=y ză p ba ma + ha E] em E + fo). 
a=1l a=1l B=1 
Dacă vrem ca ecuaţiile să capete forma i, = — 0,4, + f(o) trebuie 


LL) 
să avem &, = — p, Și 0 na — ppE + f (0), deci coeficienţii cs trebuie 
G=1 
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aleşi astiel încît 
n n 
—— Ps CB cz y, bag Ca 3 Pn+1 — Ps — > ha Ca. Ă 
a=1 a=1 


Primele ecuaţii arată că — p, sînt valori proprii ale matricii (bag). 
Dacă presupunem că matricea (ba) are formă normală diagonală, se poate 


alege matricea (ca) nesingulară avînd drept linii un sistem liniar indepen- 
dent de vectori proprii. Ultimele ecuaţii servesc la determinarea completă 


a matricii c,, deoarece vectorii proprii sînt determinaţi pînă la un factor 
constant. În acest fel sistemul poate fi adus la forma 


n+1l 
e = — Oa z.+f (o), JO = 1 Dia ag n+ 1, O — Yr Vr* 
k=1 
S-a notat £ = m-a. 


Pentru a vedea mai bine sensul transformării şi a înțelege ce se 
petrece în cazul cînd matricea (b5) nu are formă normală diagonală, să 
reluăm calculele notînd : 


(64)= 0, (bu)=B8, 


= (Eee 


Sistemul (1) se scrie 


= Bn+h&, E = — Pau E + flo), o = (p, n), 


unde Di 
- | | | 
Pa 


Schimbarea de variabile are forma z = Cp + Eu. Avem 
b=0i+tu= OC(Bo+hE)+iu=0Bn+(0h— papiu)ă +J(o)u. 


Dar 
= 0-i(p—tu) = Ca — EC lu, 
deci 
& = CBO-L e — [(0BO-1+ puri E)u — Ch]& + f(o)u. 


Forma canonică se obţine cerînd ca 0CBC-1 să aibă forma normală, 
Jordan şi în plus 
(0CBC-1—+ pr £E)u — Ch =0. 


Fie C, astfel încît 0, BO, 1 are formă normală Jordan, şi fie 7 o ma- 


trice de forma 
T 1 
- 
| Te 
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unde 7, au aceleaşi dimensiuni ca celulele din forma normală a matricii 
B şi sînt de forma 


A Q2....Qu, 

0 a... 

0 0....a,- , 
3 

0 0 ....a3 

0 0 ....a, 


rezultă, notînd 0 = TC, relaţia 
CBC = TC, BO T1=TJT1=J, 


unde J este forma normală Jordan a matricii B, (deoarece se verifică 
prin calcul direct că 7, e permutabilă cu celula jordaniană J, corespun- 
zătoare). Alegînd pe C de forma 70, ultima ecuaţie se serie 


(+ pai B) = 70, h 


şi reprezintă un sistem de n ecuaţii pentru cele n necunoscute pe care le 
introduce matricea T. În general acest sistem admite soluţii nenule şi 
astfel se ajunge la forma canonică dorită. 

Alături de sistemele de forma 


LI = d ba ma + hy & de — Pun 6+f(o), 


într-o serie de probleme apare necesitatea considerării unor sisteme de 
forma generală 


în = E bre mat he flo), o = Pi pam. 


Această formă generală conţine pe cea precedentă ca un caz parti- 
cular, cum se observă imediat dacă notăm cu £ una oarecare dintre coor- 
donatele +. Cu notaţiile matriciale de mai sus sistemul se scrie 
i =Bu+ hf (6). Facem schimbarea de variabile z = 0m şi obţinem 
& = 01 = 0Bn + Chf(o) deci ă&=—0BO0- La + Chf(6). Alegem pe C 
astfel încît CBC-1 să aibă forma normală Jordan şi în plus Ch =. 

Formele canonice astfel obţinute sînt convenabile în cazul cînd 
matricea B are valori proprii cu părţi reale negative, aşa cum se va vedea 
cînd vom construi funcţia Liapunov corespunzătoare ; acestea sînt siste- 
mele aşa-numite propriu stabile. În celelalte cazuri se folosesc alte forme 
canonice, asupra cărora nu ne vom mai opri. 

Vom considera deci un sistem de forma 


nl 


Î; = — pr ate) k = Leo nl, 0 = 9, Ye. (2) 
k=1 
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Derivînd ultima relaţie din (2) se capătă 


R+i R+-1l 


= Șt a = e (esa tf (0) = $ Beau — 770): 


Vom presupune că p,,..., 0, sînt reale şi pozitive, iar pa+a;---Pn+a 
vor îi presupuse două cîte două complex conjugate şi cu părţi reale pozitive. 

Constantele y,,..., X,; Bu... 6, vorfireale, iar ya, - -Ynao Bee: 
Ba Vor fi două cîte două complex conjugate. Vom considera soluţii ale 
sistemului astfel încît z,,..., z, sînt reale, iar z,sa,.--5 Faza două cîte 
două complex conjugate. Toate aceste considerente revin la ipoteza că 
necunoscutele şi coeficienţii în sistemul iniţial erau reale, iar elementele 
complexe se introduc ca rezultat al schimbării de variabilă care a adus 
sistemul la forma canonică. Pentru a clarifica aceste chestiuni vom face 
cîteva consideraţii generale. Vom spune că un vector are proprietatea P 
dacă primele lui s componente sînt reale, iar celelalte, în ordine, sînt două 
câte două complex conjugate. Vom spune că o matrice pătratică nesingulară 
are proprietatea P dacă are primele s linii reale și următoarele, în ordine, 
două cîte două complez conjugate. 


PROPOZIŢIA 1. Dacă o matrice are proprietatea P, matricea formată 
din liniile reale şi din părțile reale și cele imaginare ale liniilor compleze 
este nesingulară. 

Demonstraţie. Fie D determinantul matricii date, iar A determinantul 


matricii formate cu liniile reale şi cu părţile reale şi cele imaginare ale 
liniilor complexe. Avem 


ATI . . e. (in 
D ta Us - . . (an (a 
ba + Li Csi ... be +1.n + 9 Ca +1n 
+1, V Carial sc. bin — 1 Cu+a.n 


| du E din 
SI ds Ă . . « Qsn se 
Dexia FI Casa = Periam FV Cerin 
b, +1,1 ..... 2 b, +1,n 
du . . . Cn 
l a a 
in-s) 31 , ... 51 
= 2 Desua Fî Caii «e Dai PF Cain = 


s+1,1 ... s+1,.n 
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d Cn 
1 
—n-s) | da 2 căi lua (n-a) 
= (2 7) Ca+a,1 Cs+1,n = (2 1) A 
s+1,1 - Daia 


şi se vedecă A-FOodatăcu D. 


Vom spune că o funcţie vectorială Y(y) are proprietatea P dacă atunci 
când vectorul y are proprietatea P, vectorul Y(y) are proprietatea P. 

PROPOZIŢIA 2. Pie A o matrice cu proprietatea P, îar z un vector real. 
Atunei vectorul y = Az are proprietatea P. Reciproc, dacă A este nesingu- 
lară și y are proprietatea P, atunci z este real. 

Demonstraţie. Prima afirmaţie se vede imediat, deoarece primele s 
elemente ale lui y rezultă din compunerea liniilor reale ale lui A cu ele- 
mentele reale ale lui z, iar ultimele prin compunerea liniilor complex con- 
jugate ale lui A cu elementele reale ale lui z. Pentru a demonstra a doua 
afirmaţie fie 


R 
A = pr) p=u+k io. 
U— sV 
Avem 
Ru + 4 Ro 
Az = au — Veţi tv) 
Vu +Vo—+i(Uo —Vu) 


2 


Condiţia ca Az să aibă proprietatea P conduce la Ro = 0, Vo =0, Uor=0. 
R 


Dar dacă det A=£0, rezultă, pe baza propoziției 1, | ) += 0 deci 
V 


o» = 0, deci z este real. 


PROPOZIȚIA 3. Pie 2 = Ă (2) un sistem real. Prin schimbarea de 


variabile y = A, unde A este o matrice nesingulară cu proprietatea P, se 


obține sistemul = Y (9), unde Y(y), are proprietatea P. 
Demonstraţie. Avem 
A —— = AX (n) = AX (4 19)=Y9). 


Dacă y are proprietatea P, pe baza propoziției 2 A 1 y este real, deci 
AX(A”! y) este real, deci AX (A-1y) are proprietatea P. 
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Întoreîndu-ne la sistemele de ecuaţii diferenţiale studiate, să obser- 
văm că liniile matricii C cu care s-a făcut schimbarea de variabile pentru 
aducerea la forma canonică erau vectori proprii ai matricii B; valorilor 
proprii reale le corespund vectori proprii reali, deci linii reale, valorilor 
proprii complex conjugate le corespund vectori proprii complex conju- 
gaţi, deci linii două cîte două complex conjugate. Rezultă că matricea, 
C a transformării avea proprietatea P, deci sistemul obţinut este ca în 
propoziția 3. Dacă la sistemul iniţial interesau, cum este firesc, numai 
soluţiile reale, la sistemul transformat vor interesa numai soluţiile cu 
proprietatea P. 


PROPOZIŢIA 4. Considerăm sistemul A = Y(y), unde Y(y) are pro- 


prietatea P. Dacă y, are proprietatea P, atunci y(l;y9) are proprietatea 
P pentru orice . _ 

Demonstraţie. Pornind de la y, construim şirul de aproximaţții succe- 
sive : 


Vel) = yo + (x (0p(0)) Ar. 
0 


Dacă y,(t) are proprietatea P, atunci Y (y,(t)) are proprietatea P 
şi se vede că y,+.() are proprietatea P. 
Soluţia y (î;7) este dată de lim y, (1) şi se vede că ea va avea proprie- 
k— 90 


tatea P. 

Ținînd seama de aceasta, vom putea aplica metoda funcţiei lui 
Liapunov cerînd ca funcţia V să aibă proprietatea corespunzătoare numai 
pentru vectori cu proprietatea P; atunci ea va avea proprietăţile cerute 
de-a lungul tuturor soluţiilor din familia M a soluţiilor cu proprietatea P, 
deci vom obţine concluzii de stabilitate în raport cu soluţiile din această 
mulţime, singurele care corespund soluţiilor reale ale sistemului iniţial. 


a; a; 


Considerăm forma pătratică P = Z; £;, unde a, ...,4, 


i.î 0; a o: 
sînt reale, iar celelalte, două cîte două complex conjugate. 
Avem 
ai ia 
e; t e; +0 


[e +] 
—. . . [A 
e (P; + P;) di, 


deci 


00 20 2 

—(p; .) Ă 
P= Ya, a ei"! di a, a, =| 5 a, e Tfk | dt. 

1.3 «'0 k 

Dacă x este un vector cu proprietatea P, atunci pentru k = 1,... 
„..38, a,z,efk! este real, iar pentru celelalte valori ale lui £, aa, e?! 
sînt două cite două complex conjugate, deci suma lor este reală ; rezultă 
9 —p,t IV) . . . 
că 3 a, ze “* este reală pentru orice vector z cu proprietatea P, deci F 
este reală şi pozitivă pentru orice vector z cu proprietatea P. 


0 
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Pe de altă parte, $,a, z, e *' = 0 pentru orice t, dacă şi numai 


k 
dacă z, — 0 pentru orice k. Rezultă că F este o formă pătratică pozitiv 
definită pentru orice vector cu proprietatea P. 
Fie acum 


o y, 4; zi; + C, Dea Pesa t --- FF Once n Paray unde A;, C, sînt 
îi=1 
reale şi pozitive. Pentru orice vector z cu proprietatea P, forma O ia 
valori reale şi pozitive; O = 0 dacă şi numai dacă z =—0. 

cele ce urmează vom presupune îndeplinită condiţia 


lina (o) Greta 


lol 
şi vom alege funcţia 
V=O-+rF + f (6) do. 
«0 
Se vede imediat că această funcţie ia valori reale și pozitive pentru 
orice x cu proprietatea P şi că V = 0 dacă şi numai dacă 1 =0,0=0. 
Să calculăm derivata lui V în virtutea sistemului. Avem 


AV a 
d = 9 As a, | — Pk Vi + f (6)] +0, Lea | — Poa Ps+a + f(6)] + 
k=1 


FC Baal — Para Bat f(o0)] +... + cr apa E (a, (—p: 2 +fl(o)) + 
i.k pi k 


+ aaa ze +19) +15 pe ze — 7700) E 


Dar 
a; 4 Li r=(2a, a)? (2 + a,)=—2 Lie 
d : “ î. Ok rar o; rața Ok E: ski 
deci 
dV 2 
d zeta Ş, Pe A De — Cu (Para F Posra) oa Pasa — 
k=1 
Ea? Cegglalea To, Ca (e, = Pn+1) Ta Inri 
n+1l tree, n+l 
în aa) — (7 fo) —2 Vrf(0) Sa 2 + 
k=1 


E E R-+Il 
rogi rr 27 +2 ai 
k=1 iZ1 0 F pi 


n+1l-—s ai n+1l a; 
6) y, c. se Bra + 2 Vr Asa cr 2 As-+-a > ara 
lezat iZ1 Para f Bi; 


pu 
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Pentru uniformitatea scrierii am introdus notația 


PREIEI. 4 MEDEZ o AIR o AID EC o IRA 


LA rezultă negativ definită dacă avem 


A Bta +20, = 0, (k =], , 8) 
i=1 Pk 3 o; 
i n+1 , 

Cat Borat 27 asa + 2 aaa ŞI : = 0, (a=—1,...,.n—8s+1). 
i Pet; 

Dacă aceste condiţii sînt îndeplinite, 

dV _ . 

— A Pe Ax ai — 


d 


iii C, (9,+1 E 9s+2) La aa — e... Ca (e, -P Pn+1) Ta Carl — 


= px a, 2, +Vr 0)) 


şi se vede că dacă z are proprietatea P, atunci — Edi |N 


Dacă luăm A,=0, C,=—0 şi nu mai introducem termenul 
— 2/rf(o)Za,2,, obţinem drept condiţie de stabilitate existenţa unui 
vector cu proprietatea P care să verifice ecuaţiile 


= 0, (kh=1,2,..-,n+1). 


B.+2 a 
î arata 


Aceste condiţii sînt mai simple, dar mai restrictive. 
Putem obţine uşor condiţii necesare ca ecuaţiile de mai sus să admită 


soluţii. Prin adunarea ecuaţiilor se capătă 


RA 1 a. a 
5 fa +27 = 0, 
k=1 i Pr FF 
deci 
Bra (e ae *' )di=0, 
„0 
deci 


n+1l 


5, B.<0. 
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Înmulţind fiecare ecuaţie cu p, şi adunînd se capătă, 


D Bo, +2 Praga CI a oara SE e; 4; 4 sua 


îk PF Di i.k PT e; ih Or bi 
= 5, Br Pr-+ + 9 aa = i Bepr + (Îi a)2=0, 
deci Sk 
9 pr fr <0. 
E 
împărțind fiecare ecuaţie cu p, și adunînd se capătă 
, B; d, A; e: B; 
FE 4 3 = a SE E e Pt ecua PARE cd 
A i ia Pa > DD Ri ea ne 
4 (3 a] 
23 să = 0 
ap Ex DP; 02 - Pr 
deci 
e 
k Pk 


Să observăm că în calculele precedente noi am studiat de fapt stabi- 
litatea soluţiei banale a sistemului 


Îi; = — Pr Pe + J(o), 6= 2 Bra. —rf(o). 


Stabilitatea soluției banale a acestui sistem atrage evident după 
sine stabilitatea soluţiei banale a sistemului 


Îi; = — er + (o), 6 = 4 Vp Die 
Într-adevăr, orice soluţie a acestui sistem este soluţie şi pentru siste- 
mul studiat. Dacă toate soluţiile sistemului studiat tind către zero, 
același lucru va fi valabil şi pentru soluţiile celui de-al doilea sistem. 
Este însă clar că cererea de stabilitate pentru primul sistem este mai 
mult decît trebuie pentru stabilitatea celui de-al doilea. Pornind de la 
această observaţie se vede că are sens să căutăm asemenea alegere a func- 


ţiei Liapunov care să permită să decidem direct asupra stabilităţii solu- 
ţiei banale pentru sistemul al doilea. Să alegem 


V = Ric i PR 
| Sk Pe pi 
Obţinem 
CE ze Ade 0 copa f 051, =00,/eft6)]) = 
dt ik Or FF Ci 3 ulii ză 


= A, 0,L; LX +| N Au eul RI 3 Fazagiei je 
a” i iri i o ei o 
— a, a +2 GA 
(3 k We ) Î (9) 3, Sg iat, 
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Ținînd seama că —f(o) [o — 2 74, 1,] = 0 putem serie 


— = —| a Ze) — o j(0) + (6) SI [tat 2 aa 5 Sie 


Presupunem că putem alege pe a, astfel încît să fie verificate ecua- 
ţiile 


= 0. 


Ye + 2 aa 
>. Pi F x 
Atunci 


dV 
7 Mai Tr ) — o f(0) 


şi soluţia banală rezultă stabilă. 
Să observăm că dacă alegem A, = 0, C, = 0 în studiul făcut mai sus, 


se poate anula pe mulţimea 5 a, z, + Vr f (6) = Oiar în ultimul caz pe 


mulţimea Xa, D= 0,c=0. 

Pentru ca să obţinem totuşi stabilitatea asimptotică, este necesar să 
cerem în plus ca aceste mulțimi să nu conţină semitraiectorii întregi (vezi 
teorema 1.5'). 

n unele cazuri, ţinînd seama de diferite particularităţi ale sistemului, 
se pot obţine criterii simplificate. 

Astfel, dacă B, <0O şi p, > 0 se alege funcţia 


i nA+l Q. a. (e 
V=——B, a2 ——— 4; &; do. 
FE e „+ ro g 
Se obţine 
AY = — pal pz+f(0)]+ Și talpa, +f(0)] + 
de 1% Pa di „2 peer ape j 


n+1l 
+ 4; L—pi zi + f(0)]) + f(6) [Ba 2 + > B, z, — r f(6)] = & oa dă __ 
oa E zi — n+l 
-lă i, 2) — Ir fo) —2Vr fto) a dt 


+3 (e + 20,5 = —+alraj)a 


= 2 P, pi 


şi deducem drept condiţii de stabilitate cererea ca ecuaţiile 


+ 2a, +2 Vra;=—0 
i a 
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să aibă soluții. În acest fel numărul ecuaţiilor s-a redus cu o unitate. 
Să presupunem acum că p, sînt reale şi distincte. Alegem 
i n+1l 6 
isi d + Ri f(0) do, R>0O. 
k=1 „+ O 
Rezultă 
n-+1l 2 n+l 
= — pr —rhf*(o)+ 9 (U+RB)aJ(0) 
k=1] k=1l 


Considerăm pe — = ca pe o formă pătratică în variabilele z, şi f(0) 


Discriminantul ei este 


Q1 0 . .. 0 sf 
1+.R 
i A pe XR 
A = 
1+ R8, 
0 1 III SI BE ani die 
2 
LA RB 1+R fa LAĂR Baza r.R 
2 7 III 2 


Forma pătratică rezultă pozitiv definită dacă toţi p, sînt pozitivi 
şi în plus A 0. Avem 


nl n+il 


aia || Pr mai LE Prea (L-+ BR 6)? Pra --- Para: 


Condiţia A > 0 se scrie 


sr Ro ILERB 
= Pr 


Dacă există o constantă pozitivă R care verifică această inegalitate, 
soluţia banală a sistemului rezultă absolut stabilă. 
Dacă p,,..., p, sînt reale şi os; ---> Paza complexe alegem 


$ N—3 


=! d dă EI Șe Dara Da a+i F za) f (6) do 


A=1, impar 


şi obţinem 


dV Ă o 
_ 2 i 
dp > — Sh 5 (Pate f Preta ) Ze Za t 
=] &= 1, impar 


+ 1+28p)z,f(o)—rhf (0) 
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Dacă 


Ws+a = Usta + Î Deta, Bea — Psa = C) (s+a3  Ps+a — Osta = Î Tara 
rezultă 
dV 


ip > zii Ş, PL Dr, — 5, Cs a (4? a zi Va) —7rR f? (0) e 
k=1 


+ SU+ RA) 2f(0) +2 $ Dupa B(Pera Vesa — esa 9401 7 (6). 


Am obţinut din nou o formă pătratică şi condiţia de stabilitate se 
obţine cerînd ca (Be p; > 0 şi în plus un anumit determinant să fie pozitiv. 
Un procedeu general de obţinere a unor criterii simplificate a fost 
propus de I. G Malkin în 1951. Se presupune că p, sînt reale şi distincte. 
Fie 
W = — Sia Ta da 
2 LAC) 


o formă pătratică negativ definită şi 


2 38 


E —(pa + ppt zi RE = 
e * f di z, z, = | [$, Ap Le a! ae %'3 di 
a, «0 Ru!) ax, (3 


Ș Ag me! >0 
a,f 
rezultă că P este pozitiv definită. Se alege 


V=P+ (fo) do. 


Rezultă 
a = 25 Ba (a, (ep 2 tf (0) + 2 (— paza +] (0) + 
1 
+ f (6) [, B, 2. — r f (6)] = — 3 d Pap (e, + 02) Pa Dat 


to Şi (aut 0) B+ > e z,| — rf? (6) = 


= W —rf? (05| Bat Ș (Bat Bu) ja 
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Considerînd pe ca o formă pătratică în 2,,..., Pau Și f(6), 


se obţine discriminantul 


Aa d fi 

... 2, n+1 i i 

As al Plata SP t Bl. 
Ana ... Anu, n+il E ai p 
Pi ea Pai 


Deoarece W este prin construcţie negativ definită, condiţia de sta-- 
bilitate se reduce la A >0. 


$ 2. STUDIUL INTRINSEC AL SISTEMELOR DE REGLARE 


În cele de mai sus s-a studiat problema stabilităţii absolute pentru. 
sistemele de forma 


d şi 
a, 4Y + bf(o), o =c"y, 


unde se presupunea că matricea A are valorile proprii cu părţi reale nega - 
tive. Derivînd relaţia care defineşte pe c se obţine sistemul 


dy 

—— = Ay+b i 

de y f (6) 

= = ec" Ay-+e" bf (o). 


Tot la sisteme de această formă se ajunge prin schimbări convena- 
bile de variabile plecînd de la alte forme care intervin în teoria reglajului 
automat. Astfel, se consideră sisteme de forma 


dy 

== A 3 
EP y+b£, (3) 
dă 
di = J (o), 

0 = 60" —rt, 


Dacă punem y = z, obţinem 

dz 

d =Az+bflo), 
a 


El ca —r flo), (4) 
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Dacă matricea (e: sa 4 este nesingulară, cele două sisteme sînt echiva- 
lente din punctul de vedere al stabilităţii absolute. 


n ultimii ani, S. Lefschetz ocupîndu-se de sisteme de această formă 
a pus problema în modul următor. Dacă A are valori proprii cu părţi 


reale negative, conform teoremei lui Liapunov se poate alege o matrice 
B, pozitiv definită, astfel încit 


BA +A*B=-—C, 


oricare ar fi matricea 0 pozitiv definită dată. 
Se construieşte apoi funcţia Liapunov 


V = (Bx,a) + podae. 


Derivata în virtutea sistemului are forma 
dV 


a > (8429) + (Bu 49 + (Bbf (o), 2) + (Bz, bf (5)) + 


+ (o)(c*z —rf (0)) = — (Ca, 2) +2(Bb, 2) f (6) + (e, 2) f (0) — rf?(0). 


Considerind pe i ca formă pătratică în z, f(6), condiţia ca — 4 


di 
să fie pozitiv definită este ca minorii diagonali principali ai matricii 


0 —(Bo+ o 


— (Bb + - 6)* (A 
să fie pozitivi. 
Deoarece prin ipoteză matricea C a fost aleasă pozitiv definită, 
condiţia se reduce la: 
1 
O — (Bb4+ —ec) 
2 I>0. 
— (Bb + EI Cc)” 7 


E, | 
Prin ipoteză, det 0 > 0, deci det 0—: > 0, deci det 6 i > 0. 
Condiţia ca — A să fie pozitivă se poate deci scrie şi 
1 


1 > 0. 
— (Bb 0) Li 
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Calculind produsul celor doi determinanţi ajungem la : 


B — 0—-(Bp+ Le) 
5 2 |>0 
Sia 0) La 


deci r — (Bb + o) 0-1 (Bb + 20) > 0. 


Ajungem astfel la condiţia r > (Bb + = 6)* C- (BD + E 6). 


Această condiţie depinde de alegerea matricii 0; vom obţine cea mai 
bună condiţie considerind minimul după toate matricile C pozitiv defi- 
nite. Calculul acestui minim în cazul general nu a fost încă făcut. S. Lef- 
schetz a considerat cazul cînd matricea A este diagonală şi matricea C 
se ia tot în clasa matricilor diagonale. 


Fie | 
A = diag (— uy,:..: — > OC = diag (d... d,)- 
Avem 
1 1 
(=> sei, va] - 
rezultă 
B — ela 3 
2 Ha 2 Ha 
d be 1 du be 
Bb are elementele —£-., BL — e are elementele — p- + e, 
Uz 2 2 us 
C— (Bb + — e) are elementele EA pi LI îi şi condiţia de stabilitate devine 
k 


d, | bi _ it Vă, d, e) 
r> al aa, e să 
ă 4 Luz i d, 4 i Uz ii Vă, 
Pentru indicii k pentru care b,c,<0 se poate alege d, astfel încît 


d, Vd, A ua EI 

be V de + rea să fie nulă şi aceasta este alegerea care dă minimul. Pentru 
He k a 

a: aie a 5, Vă, ce, | ie ? 

indicii k& pentru care b,€, > 0 termenul [== —— | e minim dacă 
Va. UR Vă, 

b.Vd Ş : dd au 

E e EA deci dacă b, d, = cu, d, = ra ŞI atunci valoarea minimă 
Ur k k 

este 


2 |] sate E Aa ) = (ee pe | = torc. 
Me Ce ua Ur Ur IL: 
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Rezultă astfel condiţia de stabilitate 


n e.b.e 
r> Ş „At d 
k=1  Uk 
unde 


E = 0 dacă b; 0 Sa 0 Şi E = 1 dacă b, 0; > 0. 


Folosind o funcţie Liapunov de formă modificată introdusă de 
V. M. Popov, T. Morozan a îmbunătăţit aceste rezultate. 

Să observăm mai întîi că o condiţie necesară pentru stabilitatea 
absolută este r + c*A-—: b > 0. Într-adevăr, dacă are loc stabilitatea abso- 
lută, atunci valorile proprii ale matricii (3. î d au părţi reale negative, 
căci trebuie să fie asigurată stabilitatea asimptotică şi pentru f (6) = oc. 


Dar produsul valorilor proprii este det Fa i ”) . Avem însă 


Sas, | Ş —l 
det (€ 1) det fe __ ”) =— det (+ . %) = —(r+o* Ab), 
deci 
pe” Ab = — det 4 det (€, = — . det (£, ", 
* —p det A 0" —r 


Prin ipoteză matricile A şi fe __ %) au valori proprii cu părți reale 


negative. Dacă o matrice are ordinul Fk şi valorile ei proprii au părți 
reale negative, produsul acestor valori proprii este pozitiv cînd k e par şi 
negativ cînd k e impar (matricile sînt presupuse reale, deci rădăcinile com- 
plexe sînt în număr par şi au produsul pozitiv); cum produsul valo- 
rilor proprii este egal cu determinantul matricii, rezultă că acest 
determinant e pozitiv cînd k& e par şi negativ cînd k& e impar. Cum 


ordinele matricilor A şi (i. ai ”) diferă printr-o unitate, rezultă că det A şi 


det şi. __ Ă au semne diferite, deci r + e*A4—b > 0. 
Fie acum B ca mai înainte. Alegem funcţia Liapunov de forma 


SEE ? p SI EEE, NP DR 
= (Boot (0) do i pp ler4 z — ok, 


Să observăm că fără a presupune că | f (6) do diverge, funcţia V 


îndeplineşte condiţiile cerute pentru a îi asigurată stabilitatea asimpto- 
tică în' mare; într-adevăr, dacă | z| + |o | — coavem V— co căci pentru 
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= 0, |o| co ultimul termen tinde la infinit. Derivata acestei funcţii 
în virtutea sistemului este 


sa = (BAz, 2) + (Bbf(o), 2) + (Ba, Ax) + (Bz,bf(6)) + 
m __ P x A—l + —l za 
+ f (o) (c*z —rf (6)) + Pg (c* AA Az + e* Ab f (0) 


—c*a+rf (0) (c*4—z — 0) = — (0,2) +2 (BO, a)f(0) + 
+ (e, 2)f(6) — rf(0) — p of (5) + pe*4— af(o) = — (0, 2) + 
+f(o)(2Bb+e+pA' 10,2) —rf?(0) — pof(6). 
Lăsînd la o parte ultimul termen care este negativ şi considerînd restul 
ca pe o formă pătratică în z, f (6), condiţia ca — =4 să fie pozitiv defi- 
nită este ca minorii diagonali principali ai matricii 


/ 


0 B+ +pA-—l)o 
(Bo + pp rpa4e) — p 


să fie pozitivi. Aceleaşi calcule ca în cazul precedent conduc la condiţia 


r> M (0,9), 
unde 


MO, p) = (Bor (B+ pa dec (2 + arpahe) 
Dacă 
min M(C,p)L—c*A-1b, 
C>0,p720 
condiția necesară şi suficientă de stabilitate absolută este r> —c*A-—b, 
căci dacă r+e*A4-—b > 0,atunci avem şi r> M (0, p),pentru o matrice 
C convenabil aleasă. 
Să observăm că 
min  M(0,9) < min(B6 sii =) c-[ B+ o), 
C>0. 130 C>0 2 2 
deci noua alegere a funcţiei Liapunov este mai convenabilă. 
Să observăm de asemenea că dacă 
r> min M(0,p)> —c" Ab 
C>0, p>0 
stabilitatea absolută este asigurată. Într-adevăr, forma pătratică este 


numai semidefinită, dar ea poate fi nulă numai pentru 1 = 0, c-£0 şi 
atunci termenul — 2 o f (6) este strict negativ. 
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Ținînd seamă de cele de mai sus, apare problema calculării valorii 


min M (C,p). Nici acest calcul nu a fost efectuat în cazul general. Se 
C>0,7r>0 


pot obţine însă rezultate complete presupunînd că A este diagonală şi cău- 
tind ca mai sus pe C în clasa matricilor diagonale. Să luăm ca mai sus 


A = diag (—uu,), u. > 0, C=(%,); se obține B= Patra . Putem 


: bi + 
ScTle 


M (0, p) = (0—uu), u = Bb re +pA=)e, 


= pi as 4 i 2. 


zip tru 2 UL: 
Deoarece C > 0, forma pătratică (C—:u,u) este pozitiv definită, deci 
min  M (0, p)>0 


C>0,p>20 
valoarea nulă putînd fi obţinută numai dacă u = 0. Să observăm că 


"bc; 
X U; 
Cînd C este o matrice diagonală, C = (diag d): 


= [1 Pe 0u=| d; i ai a), 
du; 2 ue; 2u;  2d; Un 


c*A-—lb — — 


Raţionînd ca mai sus deducem 


A li b;c,(u; da 
min M (0, p) = N (p) = ŞI Simisilti —2) — i Ș 
> 1=1] () 1= 


unde e, = O dacă b; C; (u; — DD) acad i 
1 dacă b; C; (4; si P) > 0. 


max b;c, <O 
1 SiS 
sau 
max u;< min U, 3 
ie i€J 
unde 1 = 4,1S<i<n,b;c, > 0), J =, lin, bc, > 0) rezultă 


min M(0,p)=0; 


C>0, p20 
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într-adevăr, în primul caz putem lua 
p < min 4,9 
iar în al doilea 
max u; <p < min p,. 
iGI Î€J 


Se vede că în aceste cazuri minimul este efectiv atins pe matrici diagonale. 


De asemenea, dacă min b,c; > 0, luînd p — 0 rezultă 
1 SiSn 


N (0)= pi > 0 


Li 


şi condiţia necesară şi suficientă de stabilitate absolută este r> N (0). 


Putem studia problema stabilității absolute căutînd funcţii Lia.- 
punov de forma 


V = (Ha, 0) + (7 (5) de, 
0 
unde H este o matrice simetrică oarecare. 


Asemenea studiu a fost făcut de V. A. Iakubovici. Derivata func- 
ției V în virtutea sistemului este 


V=(Ha,a)+ (Ha) +f(o)o = (H(Az+bfl(o),a) + 
+ (Hz, Az+bf(o)) + flo)(e*z —rf(0)) =((HA+ A'H)a, o)+ 
+ 2 (25,2) f (6) + (0*2) f (6) —rf? (6) = — (Ga, 2) — 2 (9*2) f (6) — 
—rf* (6), 


unde am notat 
— GG = HA-+ AH, —g=H+20 
Mai departe, 
e IRI în 
| ea (6-a 2 (7 (e) d 2) 
căci 
1 , RR, 
—(9g9'a,2) — — (9 rk=0. 
P Ț 
Într-adevăr, g g* este matricea cu elementele g, g,, deci 


(9 g'z, z) este 99;9; 2.1; = (Și) =(9 a. 
i,7 


Rezultă că o condiţie suficientă ca V să fie negativă este ca forma 


(e-- 9 az) 


să fie pozitiv definită. 
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Această condiţie este şi necesară. Să presupunem că există z, £ 0 
astfel ca 


A IMI 
(G iti î 99 zoo) <o; 
fie g'x, £ 0. Alegem pe 1 din Si 


Vrf (69) + rată = 0, 


cu o, fixat. 
Atunci, pentru z = A do, 6 = 0, Vom avea 7 2 (6) + L d) = 0 
(A 


deci Y > 0. Dacă g'a, =0 se ia 2 = 40,6 =0 şi rezultă din nou 
V > 0. Prin urmare, dacă forma nu este pozitiv definită, nu putem avea 
V negativ definită. 

TEOREMA 2.1. Dacă există o matrice simetrică H > 0 astfel ca 


rG —9g9' >0"), 
unde —G=—HA-+AH, —9=Hb+ 30) „şidacă A este hurwiltziană'*) 


iar r + (A—1b, c) > 0, atunci soluția banală a sistemului (4) este absolut 
stabilă. 

Demonstraţie. Din calculele făcute pînă acum rezultă că există 
funcţia 


V = (Ho, + £(0) do 


a cărei derivată în virtutea sistemului este negativă. Prin urmare stabi- 
litatea asimptotică a soluţiei banale este imediată. Dacă (. / (o) d o diverge, 


funcţia V îndeplinește condiţiile cerute pentru stabilitatea asimptotică 
în mare. Folosind condiţia 7 + (A—b, c)> 0 putem însă demonstra că are 
loc stabilitatea asimptotică în mare fără ipoteza că integrala diverge. 
Pentru aceasta vom lua 
p * 4— 
V, = Va ———— n — (e AA pg — o). 
i 5 (r4+e'A-—10) 


Funcţia V, îndeplineşte condiţia cerută pentru stabilitatea în mare 


SPP (Aa o)(e' 4-A + eA4-bf(0) — 
=? area a — 5) (€ ze f (6) 
4 
— e aro) torte e a e 


+pf(o)c A 2 —pof(0). 
") Dacă G, şi G, sînt matrici simetrice, G, > G, înseamnă că forma pătratică 
((G, — „G2) x,z) este pozitiv definită. 
*) Numim hurwitziană o matrice ale cărei valori proprii au părți reale negative. 
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Din ipotezele teoremei rezultă că a este o formă pătratică negativ defi- 


nită în z și f (6); pentru p suficient de mic şi forma pătratică sa + 


+ pf(o)c Ax este negativ definită, deci “a este negativ definită. 


Teorema este demonstrată.Această teoremă a fost demonstrată pe o cale 
ocolită de V. A. Iakubovici 1). Ideia de a considera funcţia V, în locul 
funcţiei V aparţine lui V. M. Popov. 

Problema practică ce se pune acum este aceea de a da condiţiei din 
enunţ o formă cît mai simplă şi mai uşor de verificat. Pentru aceasta 
observăm că această condiţie se poate scrie 


—0 (4'H + HA)— (za + : (a a + ab)= 0 >0 
Sau 


Haa- H + BE + HB+ bo 0, 


unde am pus B=pA +2 ab”. Această condiţie poate fi privită ca o 


ecuaţie în raport cu H pentru fiecare C > 0 fixat. Condiţia de stabilitate 
se poate obţine deci fie alegînd pe H > 0 arbitrar şi punînd condiţia ca 
C >> 0, fie invers, alegind pe C > 0 arbitrar şi cerînd ca ecuaţia să admită 
o soluție H > 0. Vom merge pe cel de-al doilea drum şi vom încerca să 
ajungem la condiţii cît mai simple. 

LEMA 1. Dacă valorile proprii ale matricii K au părţi reale nega- 
tive, soluţia X a ecuaţiei K'X + XK — — 0 e unică și dată de formula 


X = L ek! Ce*! at. 


0 


Dacă C > 0,atuneai X > 0. Dacă C >0, atunci X >0. Dacă C>0 
și X > 0, atunci K e hurwitaiană. 
Demonstrație. Ecuația K*X + XK = — 0 exprimă faptul că deri- 


vata funcţiei (Xa, z) în virtutea sistemului = — Ka este egală cu 


— (0z,a) . Din teorema lui Liapunov rezultă că dacă matricea K e hur- 

witziană, atunci pentru orice C ecuaţia precedentă are soluţie unică. Faptul 

că matricea X e dată de formula din enunţ rezultă din teorema 1.6”. 
Într-adevăr, dacă 


== ( (Ce* * a,e" a) ds 
«i 


1) Recent, problema a fost reluată pe aceeaşi cale de către J. P. La Salle, care a demon- 
strat că dacă r > g* Gl g, atunci condiţia r 4+ c* A—1 b > 0 este îndeplinită. 
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avem 


V = Y (Ce** a, e** 2) ds = (e Ce" a, a) ds = (Xa, 2) 
0 


0 


cu AX =| e“ '* Ce“ ds şi 4 = — (0z,z). Soluţia ecuaţiei fiind unică ea 
«0 
rezultă dată de formula din enunţ. 

Faptul că C > 0 implică X 320 şi 0 > 0 implică X > 0 se vede 
direct din formulă. Dacă C > 0 şi AX > 0 soluţia banală a sistemului 
= — Ka este asimptotic stabilă şi matricea K e hurwitziană,. 

LEMA 2. Pre 
Haa' H+ B H-+HB + ar 200, B=opA + ab, unde C > 0, 


dar H e simetrică. Presupunem că există 0 S< v<Il astfel încît K, = 
= pA + vab' să fie hurwitevană. Atunci H > 0 şi K, e hurwitziană. 
pentru orice v € (0,1). 

Demonstraţie. Fie 


0, = 20 + (ua + Lua 15); 


evident C, > 0. 
Din enunț, 


0, Haa"H — |p 4" + pda) — (ea + ab) = 


ue] 


= — Haa” E — p(4* EH + HA) — (ba E + Hab') — 2 d. 
Rezultă 
+ + 1 + l 4 l + 
0, = — Haa* H — (ea + da ja alearga ao Ea 


+ u2Haa*H + b(Ha)* + 2 uElab” +2 bb* = (u2 — 1) Haa* H — 


— loa" + (a — u) ba — E je + umar] 


= — ((—u2) Haa*H — K,H — HK, 
unde am pus 


l 
v = —(l—u). 
a UL) 


Relaţia obţinută se mai poate scrie 
K,H + HK, = — 0, — (Ul —u2) Haa"“ [H. 
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Fie acum v ca în enunț. Alegem pe u=—1—2v; dacă 0OLv<Il 
rezultă |u | <1 deci C, + (1 — u?) Haa*'H > 0. Pe baza lemei 1 această 
ecuaţie are o soluţie H unică și H > 0. Pentru orice ve [0,1] avem 
C,+ (1 — u2) Haa* H > 0 şi H > 0 deci K, rezultă hurwitziană. 

Din această lemă rezultă în particular că dacă ecuaţia în H care exprimă 
condiția de stabilitate admite o soluţie simetrică, atunci această soluţie este 
și pozitiv definiă. 

Într-adevăr, A fiind hurwitziană, K, este hurwitziană, deci H > 0. 

Sistemul de ecuaţii care determină elementele matricii H este un 


n(n + 1) 
2 


sistem de ecuaţii de gradul doi. Vom reduce problema la con- 


diția ca un sistem de n ecuaţii de gradul doi să aibă soluţii reale. 
Definim operatorul Y = L (A) prin formula 


AY + YA=—X 
ceea, ce este posibil deoarece pe baza lemei 1, pentru orice X formula defi- 
neşte un Y şi numai unul,-care e pozitiv o dată cu X. Conform lemei 1 
avem explicit 

L(X) = ÎN e“! Xe“ di. 


“O 
Notăm 


—u = Ha + E b. 
2 
Ecuația care exprimă condiţia de stabilitate se scrie 


o (A* H + HA)= zi a — au 
şi ţinînd seama de definiţia lui L(X) rezultă 
1 
o H = L(uu*) + 2 op L(0). 


De aici, înmulţind cu a şi adăugind = ob, deducem 


1 
— pu = Ltuu)a + et + L(0)0). 
Notînd ce = L(0)a, ajungem la ecuaţia 
1 
L (uu*)a + pie pe 2 pr (0rao 10) ide 


Să presupunem că pentru 0 > 0 dat, această ecuaţie are o soluţie 
reală u. Atunci matricea H determinată de relaţia 


1 
pH = L(uu*) a p L (0) 
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este simetrică, pozitiv definită, şi verifică relaţia 
p(A*H + HA) = oi rozittuie ; 


deci condiția de stabilitate este îndeplinită. 

Rezultă astfel : 

TEOREMA 2.1'. Dacă A e hurwitziană, [2 = p+ (4”1a,b)>0 şi 
dacă există C > 0 astfel încât punând e = L(C)a ecuaţia 


Lu) a + pu + 2eb+o)=0 


să admită o soluție u reală, atunci soluția banală a sistemului este 
absolut stabilă. 
Notind U = L(uu*), T = L(0), obţinem ecuaţiile 


A*T + TA = —0,c = Ta, A*U+UA = —uuf, 


Da + pu + pb +o)=0. 


Să vedem ce devin ecuaţiile în cazul cînd A admite o formă normală 
diagonală şi valorile proprii ale lui A sînt reale. Vom nota vu = (4), U = 
= (my). Există o bază în care A este diagonală și componentele lui a egale cu 

l (forma canonică a lui Lurie). Ecuațiile precedente devin în această bază 


1 
— (6; + pi) My = —uuw, ni + pu + pe (buc) = 0, 


deci 


ip 


şi se vede că ele sînt de aceeaşi formă cu cele obţinute în paragraful pre- 
cedent. 

CONSECINŢĂ. În cazul cînd a e vector propriu al matricii A sau b e 
vector propriu al matricii A*, condiția L2 > 0 este necesară şi suficientă 
pentru  stabihiatea absolută. 

Demonstraţie. Fie Aa = — aa, «> 0. Din A*U-+ UA = —uu' 
se capătă, înmulţind cu a, (A4A* — a 1) Ua= —(u, a), deci Ua — 
= — (u,a) (4* — a 1)! u(det (A* — a 1)-£0 căci «> 0 şi A e hur- 
witziană). Din aceeaşi relaţie, înmulţind la stînga cu a*A*-1şi la dreapta 
cu A 1a, căpătăm 


a“ UA la-+a*A* 1 Va ——a" A" luu*A”la, 


+ pu + Dot e)=0 


sau 
(Ala, Va) + (Va, A 1a) = — (A4A”la,u), 
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deci 
2 (Ua, Ala) = — (Ata, u)?. 


1 
Notăm f = ji (u, A”1a). Din ecuaţia, 
p 


Dap + pb +o)=0 


deducem 
Va = — pu ere) 
Rezultă 
1 E 

ec Up Ma 2 00 + 0), A ta) = —pl:, 
deci 

pt2—2 pVpt —p(b-+re, 4A-1a)=0 
deci 


2 — 2 pt —(bre, 4 1a)=0, 0=Vpt Vorbe, 4-a). 


Notînd [2=p+ (b+re,A-a) rezultă t=Vpzti. 
Din Aa = — a a rezultă 


a= —a Ala, A la = RI 
% 
deci 
1 
GQ = — wa), 
x | p 
deci 
(40) = —aVp [Ve I]. 
Din Va = —(u,a) (A* —a1)-1u rezultă acum 
1 et di MER. e abate 
> pia pisic) e Ve I] (4*—aIiu, 
deci 


[i 
4 


1 PERIE 
— —p(A* —a 1) (b+e)=—op|A'4+-—LlI lu. 
„el «Drop 


Rezultă în definitiv 


DN ză | 
u= — La za) (4* —aI)(b+o). 
2 Ve 
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Se vede că ecuaţia în u are soluţie reală dacă şi numai dacă Te 


real, deci Î? > 0. Dar I12=12+(e, Aa). 
Avem 
A*T-+ TA = —C, c= Ta, (c, A” la)=(4'—ATa, a); 
TA“ 1TA = — A* 10, A" IT TA L=— — A" 1 CAT, 
deci 


(4A* 1 Ta, a) = — tari CA-1a,a) = — (04 a, A 1a)<0. 
Dacă [2 0 pentru c suficient de mic rezultă T2 > 0, deci există, 


soluție u reală, deci conform teoremei 2.1' are loc stabilitatea absolută. 
Să considerăm ch cazul cînd b e vector propriu al matricii A*. 


Fie (z, o) o soluţie, E=—(b, 2). Avem 
dă dz . 
a; = [d ri n (5, Az)+(ba) f(o)=—(A4"b, 2)+(b,a)f(6)= 
= — B(b,z) + (b, a)f (o), 
deci 
d, £, do 
aa pe b, ) a au i . 
EP 65 + (b,a)f(o) EA E — pf(6) 
Am obţinut un sistem cun = 1, A = — p, b = 1, iar a se înlocuieşte cu 
(ba). Relaţia A* ps DA —0 devine în acest caz — 267 = — C deci 


T > 0 şi din e = IT (b, a) rezultă că c are acelaşi semn cu (b,a). Relaţia. 
A*U-+ UA — —uu* devine 


—2pU= —u2,u2=2BU, D= ate, 


iar ecuaţia fundamentală devine 
b,a 
ereu —p(1l+ec)=—0 


sau 
(ba) u2+2p0Bu+epfB (l+e)=—0 


Ecuația are rădăcină reală dacă şi numai dacă p2 2 — p f(b,a)(1l + cc) >0 
sau of —(b, a) (14+c)> 0. Această condiţie este îndeplinită dacă și 


numai dacă p — a (ba) > 0 ceea ce coincide cu 12 > 0, căci (b, A-1a)=— 


1 
( a) 3 (a 
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Rezultă că dacă 120, o (î)—>0 pentru orice soluţie, deci 
f (o (î)) > 0 pentru orice soluţie şi din formula 


x (1) = e“ x (0) + | et!” af [o (s)] ds 


rezultă imediat că z (î) — 0 cînd t— co deci are loc stabilitatea absolută 


8 3. METODA LUI V. M. POPOV 


O metodă principial nouă, bazată pe folosirea transformatei, Fourier, 
a fost dată în studiul stabilităţii absolute a sistemelor de reglare automată 
de V. M. Popov. 


Metoda lui Popov conduce la rezultate în acelaşi timp mai puternice 
şi mai efective decit cele prezentate în paragrafele precedente. 
Vom considera sistemul 


da 


= 40 df(0), E flo), acer, r>0. 


(5) 
Vom presupune, ca mai înainte, că matricea A este hurwitziană. 
Notăm 
v(î) = —c"*e4b, N(1uw) = | eo! v (tdi, G(io)=N( 0 JI Ba d 
«0 10) 


TEOREMA 2.2. Dacă există q > 0 astfel încît pentru toți w>0 
să avem . (Pe (U+icwgq) G(iw)>0, atunci soluția banală a sistemului 
(5) este absolut stabilă. 


Demonstraţie. Fie z (t), E(t) o soluţie a sistemului (5). 


Notăm f (4) = | [o ()] pentru 0 <i:<7, 
0 pentru î> 7. 
Definim funcţia 


£ t dv (6 — 7) 
tă | ME fn 6) asa fals) dz alv00) + vf): 
0 “0 
Pentru a vedea semnificația acestei funcţii vom îace unele calcule 
Avem 


O — Act) + flo 


Pe baza formulei variaţiei constantelor rezultă 


z (î) = ez (0) + ț e'—” b flo (7)] dr 
“0 
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deci 
o (î) = cet (0) + ) 0*e44— bf [5 (0)]dr—yEl). 
(1) 
Dar c*e4i—% b = — v(t— 7); notăm c*et = u* (1). 
Rezultă 
o (î) = u*(t) z (0) — ) vi floteldr—rE06). 
(1) 
De aici 
do(î) _ dy” (4) | dvi —) __dE() 
e = St 00) — v0)f Lot6)] — Sera i flo()ldz — SS 
Dar 
4 = f ls], 
deci 
da(t) _du*b, Si 
0 = Se at0)- ari dv 27) [ad — (90) +7) f [549]. 


Pentru O<Lti<7 putem deci serie 


do (4) _du'(t) Yi or) 
di d 
Rezultă 


a (0)— a Um A )d7 — [v(0)+ylfrtt). 


ir) | v(t— 7) fn 0)dr + 9Ss — q Sp z(0)pentru 0 <i<T 


sau 


> (î) = s(t) ge) aia 


d 
+ Y &() — lu: (£) + q = 2(0) pentru 0 <i<7. 
Pentru t > 7, rezultă, ţinînd seama de definiția funcţiei fa ((), relaţia 


Ap (6) = — (sd ve fa a-a is Aaa 


7) 
dt Ja (7)d: 


Deoarece matricea A este hurwitziană, avem 
|e4| < K,e—Eypentru î>0, deci |v(î)] Keo. 


Rezultă | A (6) | < Kze—*e pentru t > 7, deci A (î) admite transfor- 
mata Fourier. Fie 


La (do) = | e—ic 2 (1) di, FPr(i o)= N ef. (dt. 
0 .0 
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Avem 


au aa di = g—ict V (£) 


1] 


foii (rosa = 1oN(10w)—v(0). 
0 0 


Se ştie din teoria transformatei Fourier că dacă 
ho) = | fe aae 
(1) 
atunci transformata Fourier a lui Ph este produsul transformatelor 
Fourier ale funcţiilor f şi g. 'Ţinînd seama de aceasta rezultă 
Lo (60) = —W(io) Pr(io)—gqlioN (co) — v (0)] P( o) — 
— 9[v(0) +7] Pro) = —Pr(o)l(l+tog)N(îo)+ qyl. 
Considerăm îuncţia 
(7) = Ar (0 fr(0 dt. 
0 


Ținînd seama de felul cum au fost definite 7 şi fa rezultă 


a =| aroftotolat= | oofrotat-af frapat + 


Li 


ien, k E(O flo (ai — (i (5 [o Tar a] 7 (0) ât = 
0 o d? 
= ooflotoat+ af ftoac + are) — 20 
0 „ 0(0) 
SE ș fr (d) (3 + q | z(0)dt. 
„10 d? 


Am folosit faptul că f [o (î)] = UI, deci &£ (î) f [o (î)] = a 2 (î). 


În teoria transformatei Fourier se demonstrează următoarea formulă 
fundamentală 


| fi Jadt =] Pe, (410) PF, (—1o)du, 
.0 27 
valabilă pentru f, și f. din L. n LL. 
Funcţiile 1 (£) şi f, (£) îndeplinesc aceste condiții deci putem scrie 


e (7) = =” Pe Lo (10) Pa(—10)do = 
27 


e —Q90 


— 90 


= — = Bel + io) N (î0)+ 9vlPa(io) Fr(— io) de = 


= 0 Zet trio) Ntio) + ax] Patio) do. 


10 RIDER 
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Avem 
qy=(U+iog 
iu iu 

«leci 


(1+ioN(io)rar=(tioDN(io)t(l+iog) — = 


CALA) 
=ațiop|Ytio) +a i Ad do pai La 
1 (AL) 70) 
Dar |P„(6c)|2 este real, deci 
Pe [(U+iogq)N(io)+qyllFr(o)|2= 
= |Pr(50) 2 ?e [(1 + iog)N(6o)+ 9% = 
= | Pa (io) Re a+ tona tiv) = 
i 
= | Pa(co) |2 Pe (| +1 o 9)G(iu)>0 
conform ipotezei din enunţ. Rezultă 
p(7)<0 


Stabilim următoarea inegalitate 


$, fn) |u” 0) + at ja d < E, suple]. 
dt osts7 


Avem 
du” (6) DE dp" (d 50). _ 
| [e at FA m (+ at ia at= 
Pi E du” (t) u (£) d? u* (£) 
= [ro rate jo) —| eo Ora ae 
Dar 
ip __aeaa E (î) __n* Apt dp * 4204 
u” (î)=c'et, = id aer 6" A2e4, 
deci 


d 4 
lu <le| ue, Str < le A ae, 


2 + 
af <lellA Re. 
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Rezultă 
6 G (0) + get 0 ratat < 


+alel| 4|K,e“ lg iai ati e 


le | Ke**|&(1)]+ 


vam el AIE,(4+gl4A)e edi clel Kra] A) IE(D)I+ 
o<i<7 


ol AK. l+glA)) 


+1 8(0)])+ sup | & (| <Kusup&(6)| 
Ko osis7 
şi inegalitatea este demonstrată. 
Notînd 


o(0) = f(ăa 


din e (7) <O0 deducem 


T 
o (flo (DI dt q0[s(D)]+ ZyE2(7)<40[5(0)]+ 
9 


1 
+ 2% 82(0) + Kasup | &(î)|| z(0)|. 
2 oSI<T 
Deoarece o f(6) > 0 şi (6) > 0, rezultă în particular 
1 1 
—Y 827) Ka sup | &(0)| | 2(0) + 9 0 [c(0)] + —y £2(0). 
2 0osts7 2 


Cum inegalitatea a fost stabilită pentru orice 7, putem scrie pentru 
T, <T: 


Dr UZ) El 200) sup |) ++ q0[a(0)]+ 2 x E200)< 
osisT, 2 


<K,|2(0) | sup |E (6) [+199 [5(0)] + Ly £240) 
ossis? 2 


deci 
27 sup E2(6) <K,|2(0) [sup |E(0)|-+ 40 [0(0)]+ 2 E2(0). 
2 osisr osis7 2 
Dar 
Vis |E(t)|R-< BUD; &2 (î), 
deci 


17 (sup E) 2 — K,|2(0)| sup | &(01 — 90 [5(0)1— Ey 20) <0. 
2 ostsr ostsr 2 
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De aici rezultă că 


al 200) ls |: |z(0) + 2] 10 [5(0)1-+ z2(0)| 


sup |E&(î)|< 
osts? Y 


deci 
l&(£)]-<e.(|z(0)|, |8(0)|) 


ceea ce implică stabilitatea în raport cu componenta £. 
Stabilim acum inegalitatea 


|z(î)| < KE, |2(0)| + Kssup | &(7)|. 
OoSTst 


Avem 
x (î) = e4'z(0) + | e1i—” bf [o(7)]dr = e“'z(0) + | eîi—” b aci dr = 
= e4!' 1 (0) + e4t—” b & (7) + (4 eîât-? bE (7) dr = e4%a (0) + 
+ E(t) —e4tb E(0)+ ( Aewo E (ejda: 
Rezultă ă 


|z(î)] < K,|2(0)] + |blsupl &(0)| + K.lblsupl5(7)| + 
OoSTs! OosSTs! 


K 
+ —|Allb|sup|E(7)]| 
Ko osrst 
deci în definitiv 


2) | <El2(0) + Kssup |E00)|. 
Ținînd seama de evaluarea obţinută pentru |£(4)| rezultă 


|z(î)] <Oz(l2(0)|, 18(0)]); 


deci soluţia banală a sistemului este stabilă. 
Rămiîne de demonstrat că 


lim z(4) = lim e(0)=0. 


t— 20 


Tot din inegalitatea fundamentală obţinută plecînd de la p (7)<ZO 
deducem 


| c(bfls (Dă <El 200) up 800 1+ 20 [5(0)1+ 2x20), 


deci 


(o) flotplat<e, (1240)), LE00)]) 
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Pe de altă parte, 


dati) _ „dati det) 
dt at |! a 


o (î) = c* z() —y5(i) 


= e" (4z(6) + bflo(0)]) —vJLo(d)], 


deci 

lol <o(z0)1,1E(0]), 
deci 

fls(01<o(z00)1,1£00)) 
deci 

| < os (1 240), 15(0))). 


Rezultă, lim o(î) = 0. Într-adevăr, dacă n-ar fi aşa, ar exista 5 >0 


Şi un şir 4,» oo o astfel ca |c(î,)| > 5. Se poate alege un subşir astfel ca 


rel ani ina a 
Oe 
Fie T > 0 dat, N(T) astfel can <N(7) să implice, <r- 
6 
Avem 
LV 4 sa 
| coftoat> >> e 's(oflo(at. 
0 = tg 
Dar 
5 5 
|s(î) — c(î,)| = |o(0,)||t—41|SOlt—t| SP i [. 
i d d. as : 
deci | c(î)|>c|(î,)| — —> —. Fie m=ini f (o). Rezultă 
2 2 — Sos 
2 4 
ă 
nt 20, hi) ) 
/ t)]dt > — m— 
ȘI NLAUIALAUĂ aa 
n 26, 
deci 


> s(î)f[s(6)]dt> >NDA am. Das lim N () = co 


ceea ce este contradictoriu. Prin urmare lim o(î) =0. 
lao 
De aici rezultă lim f[c()]=0. 
il ao 
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Avem însă 


|2(0|< Ec | 200) | + E et |d]lf(0 (0) |ăz. 


Dar lim Ş e—Fo' |bilflo(r)]ldr = 
to» .0 


) e! |blflc(7)]| d ev | b ||f[o(î)]| 


| LISTRR E. 
= a Speo (Il —0 
deci 
lim |z(0)| =0. 
lao 
Din 


E = Lea) — Lot 
Y Y 


rezultă acum 
lim £(î)=0 
l-> o 


şi teorema este demonstrată. 

Pentru a vedea cît de puternic este acest rezultat al lui V. M. Popov 
vom arăta că dacă există o funcţie Liapunov de forma considerată 
în paragraful precedent, condiţia din teorema lui V. M. Popov e verificată. 

TEOREMA 2. 3. Dacă există o funcţie V de forma 


P = (0,0) —2B| f(o)do E<0, B>0 


asifel încît pentru orice funcţie f din clasa considerată derivata su în vir- 
tutea sistemului (5) este pozitiv definită, atunei există q > 0 astfel încât 
Pe(l+îiog)G(to)>0 
Demonstraţie. Alegem f(o) = ho, c > 0. Conform ipotezei, derivata 
în virtutea sistemului (5) a funcţiei V = (Ha,z) — hfo2 trebuie să fie 
pozitiv definită. Această derivată este egală cu 
(H (Az + bho),z) + (Ha, Az + bho) — 2fBho(c*Az + c*bho—yho). 


Fiind dată o formă pătratică cu matrice reală pozitiv definită (Wz, 2), 
dacă punem 1 = u + îv rezultă 
(Wz, 2) = (W(u — o), u +) = (Wu —iWo,u+ 0) = (Wu, u) + 
+ 3(Wu, 9) — 2(Wo, u)+(Wo, o) = (Wu, u) + (Wo,v)>0, 
egalitatea putind avea loc numai pentru u = 0,v =0, deci numai pentru 
e — 0. (Subliniem că produsul scalar (u,v) înseamnă aici 52, 9,). 
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Deoarece — este o formă pătratică pozitiv definită, rezultă, pentru 
% Şi o complecși, 
(HA 2 + Hbho,z) + (Hz, Ac + bho) — Bho(c* Az-+e"bho — y ho) — 
Bho(c*Az+e" bho—yho)>0. 


Fie 
Mio)=| ee e4băl. 
Avem . 
io M(io)= | iaometoat SE — (eo e-tuat = 
= — e4ib eat "+ A oveat= 5+AM(io). 
Sa 


Punem z=.M(îu),c = Ea ; obţinem 


(HA M(î o) + BH5, M(io)) + (EM(6o), AM(i0)+b) — 
— B(c* AM(io)+o*b —y)— B(c*4AM(io)+e*b—y)>0. 
Dar 
AM (to) +b= —toM(io); 
rezultă 
— io (EHM(o), M(6o)) + îo(EM(6o),M(i0))— B(e*io M(i0)— y)— 
— B(e*soM(io)—y)>0 
deci 
(Pe (— B(e*io M(10)—y) >0. 
Să ne amintim că 
N(îo)= (ema = — |romicrouvat == 0 | e-ieubat = 
(1) (1) +0 
= —c"M(10). 
Rezultă 
Pe B(toN(io)+y)>0; 
dar am notat 


G(i 0) = YW(io) + 
(LA) 
deci am ajuns la concluzia 
(ReioG(io)>0. 
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Avem 
Pe (| +îcoq)G(îuw) = PeG(io) + qPReioG(tu). 
Pentru a demonstra că există q > 0 astfel încît 
Re (| +icoq)G(1o)> 0 
rămîne deci de demonstrat că Ze G(î we) este mărginit. 


Deoarece e pozitivă pentru 2z=0, co = = » deducem 


—B(e'b—y)>o0. 
Pe de altă parte avem relaţia 
io G(3o)=1oN(io)+y = eu 0 as ++ v(0). 
0 
Dar 


(iile tip, Aaa 2 doo bi 
d: 


deci - tinde către zero exponențial. 


Rezultă 
lim eat (i) a; = 0; 
0 d! 


lol—eo , 


într-adevăr, integrînd prin părți avem 


2 ao ao 2 
eat dv (£) di = ale jo tau AU) +a aa qş — 
0 d! CALA) di lo 710. d î2 
Ri + E ea e Y id : 
4o  1o.b d £2 


integrala e mărginită şi se vede că 
lim ( eu dt=0; 
„lo di 


|| ao 
Rezultă 
rue Adi A ami dau v(0)=y—c"b>0, 
4W|— 80 
deci 
Peio(îo) > N, > 0. 


Tot de aici rezultă că lim G (îw) = 0, deci G (î w) este mărginită. 


|o|—>ao 

Teorema este aste demonstrată. 

Teorema 2.3 arată că rezultatul lui V. M. Popov este mai puternic 
decît tot ce se poate obţine cu ajutorul funcţiilor Liapunov (cu condiţia 
ca numărul q să fie ales convenabil). 

Să arătăm acum că şi aplicarea lui în cazuri concrete revine la ope- 
raţii algebrice simple. 
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Elementele matricii e4 sînt de forma f e—t, deci v (£) va fi o combi- 
nație liniară de asemenea elemente. Avem însă 


Nina [k e— dt — (e e—âtio) dt Se eset e—ătiot (E î je 
0 «10 A+io 0 


+ 


(a 1 e—triot d ț, 
A+ 10. 


Prin ipoteză Be 120 deci 


(e fk e— dit = k | p— e—âio)t dt. 
„0 A+ io Jo 
Continuînd 
ce ! 
e—ci fi e di= si e ae 
A) (A+5o) 
Rezultă de aici că N (îw) este o funcţie raţională de îw deci G(îw) este o 
funcţie raţională de vw, deci 


Condiţia 


P(10) _ P(io)Q(î0). 
Q (ic) 9 (îo)|? 


Pe (1 +1oq)G(co)>0 
revine la 


(Pe P (i o) (6 0)>0 
sau De P(o)Q(—10)>0. 
Partea reală a produsului dintre P(: e) Q(—sw) este un polinom în 
«2, deci totul revine la a căuta condiţiile ca un polinom R (x) să fie pozi- 
tiv pentru > 0; am notat 2 = w2, 
Să observăm că sistemele studiate se obţin din sistemele de forma 
dy 
SL = Ay +bE 
PP y , 
dE 
Sofia 
pill ACU 
o=€c"y—rt, 
punînd 4 = z. Într-adevăr, obţinem 
dz 


ap = 42 +8f(0), 


dE 
aul ), 


o=—c* Ala —[o* A 1b-+r]:, 
căci 1 = Ay+ bt, deci y=—A 1 — A ibt, 
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Rezultă în definitiv sistemul (5) cu y =r-+eA”!b. 

Consideraţiile făcute mai înainte arată că + > 0 este o condiţie ne- 
cesară pentru stabilitatea absolută. Să luăm A = diag (—u,) şi să vedem 
ce devine condiţia din teorema 2.2. Avem 


r+oA”Lb 


Lc) 


GQ = — [o* A-1(î co — 4)10] + 


Ai Aia p—bi ae pap = — pi bila 
ian plute) s=1 04 


a (1— a d 
i=1 Wu + o i=1 4 


Notînd alea 
L (A, b, c) = max 1 
ia iu bc; 2) 


min max 9 —p—— 
920 o Za Wm+o? 


condiția de stabilitate absolută se scrie r> L(A, bd, o). 
Dacă 


condiţia de stabilitate absolută se scrie r> L(4, d, c). 
Din 


1 
i b, c, [ua = îi 
ci a a 


2 
lobaoi Da H+ o? 


rezultă L(A, b, c)>0. 
Ținînd seama de faptul că 


l l 
b; C; C itzi Fi €; b, 20 iii =) 
q q 


MAR 
O a bi 


= 0 
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unde 


_Ţ dacă b, c; 2] <o, 


la dacă b;c; —2]>0 
q 


se regăsesc rezultatele din paragraful precedent. 
Pentru matrici A de ordinul al doilea, 'T. Morozan a pus în evidenţă 
cazuri cînd 


e, bc; C a) 
L(A, d, c)< min ——i d. 
2>0 & 1 ui 
Pentru a pune în evidenţă direcţia în care trebuie continuat studiul, 
să observăm că sistemele studiate, de forma (5), sînt cazuri particulare 
ale sistemelor de forma 


corespunzînd situației în care A admite o valoare proprie nulă. Într-adevăr, 
atunci A poate fi adusă la forma canonică reală A = [a 0) şi siste- 


mul se scrie 
dz 


FF = A29 + af (6) E * = aaf(o): 
Dacă a.£0, o nouă schimbare liniară de variabile conduce la forma (5). 

Putem obţine condiţii de stabilitate şi în cazul în care matricea A 
este hurwitziană ; evident, acest caz este mai simplu decît cel tratat an- 
terior. Vom considera stabilitatea absoluiă în clasa funcțiilor f cu proprie- 
tatea că h,.o2 <of(0) ha o?, ha < k, unde h. și ha depind de funcţia f, dar k 
este acelaşi pentru întreaga clasă. 

Fie 2 (î)o soluţie oarecare a sistemului şi u (() soluţia sistemului omogen 


du 
RI — = Au, 40) = 2(0). 


| o(i) =p'z() 
şi 
În (6) = ea pentru O<i<f7, 
7 0 pentru 7 <. 
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Notăm cu w(t) soluţia sistemului liniar neomogen 


dw 
ie ete letala 0), W (0) = 0. (*) 
Funcţia w(t) este continuă și are derivata cu discontinuitate de prima 
speţă pentru t = 7. 
Avem w(î) = z(t) — i, pentru 0<i<7 re Ec za 2(î) —u(t) 


Fie 


„= [pr — Er + ae “tava 
e 0 


= | [po (0) — fa ae În (dt = 


=” 
9 


Am notat aici cu w respectiv f, transtormatele Fourier ale funcţiilor 
w respectiv fa. 
Deoarece pentru t> 7 funcţia w(t) verifică sistemul omogen, rezultă 


eu) 


2e|p” d—ftioge îi Tza o. 


. —90 


că w şi = descresc exponențial, deci formula considerată din teoria 


transiormatei Fourier se poate aplica. Din sistemul de ecuaţii (:) pentru 
w rezultă, aplicînd transformata Fourier, 


io =Aw pdf A = — (A — îm B)r1afa. 


Notăm 
= (4—tol)ia, G=p"*M 
Avem 
1 = — Ma 
şi deci 
UD = Dej puf, — de —ioap lar o = 


= — îi zel, + ( rio ao 


Presupunînd + Pe (ll +1ioq)9>0 deducem x (7) < 0 


Pe de altă parte, 


T 
(7) = | [pr (0) — 27100) + ap” 200 pu (6) — ap flota: 


„du(t) 
i za 
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Rezultă 
| [e — roata] rroma 
+0 


<( [pu +qp" rio o(t)]d. 


Din 
h, o2 <of(6)Shao2, h,<k 
rezultă 
1 ha k — h 
oo — ho E că = îi Sua 
de unde 


o2f1 (6) (o — 210) j > 2) sf:(6) = * = şi) 52(0f(0)2 > 


„sene 
deci 
flo) (6 ft0)> Shah ot = hac, 

Rezultă 

in | ot(patraț” pto)ăc <| [pr utap" “O ro lat 

Notînd | 

Pio) = 1(o)ăe, 

obţinem 
în | crai + aP ro (0 <a? Loto) + | [or ut rar" "0 | proton 
Fie co (7)> 0; pentru 0<o <o (7) avem 


of (6) > o?h,, 
<eci 


flo)>ha, Î fto)as> îi sn). 
«0 


Dacă c(7) <0, pentru co (7) <o<0 avem 
of (6) > cîh,, 
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deci 


0 0 
f(6) < ho, f(s)ăs <h| dez — (7), 
o(T) „0(7) 2 
deci 


( (5) ds > a s2(7). 


Rezultă în toate cazurile F [o (7)] > AL aa(7). 
Putem scrie if: urmare inegalitatea 


în 27) în ha 02 () dt < qF [o (0)] + 


A u (6) + ap* îmi căt (01. 
Avem 


|u(î)| <Be-“|z(0)|, Ep 


Din o f(o) SH, c2 rezultă |f(0)| <h,|o| deci 


( [pro az” ii Sa fe o(0]a: 


(7 A 
rela 


<Dysup Is zc0i$ e- atăt. 


'Ținînd seama de aceasta rezultă în definitiv 


act) + if 046) <a [5(0)1+ Zalz(0) sep |s(bl - 


Din inegalitatea 


q în a(7) <aPls(0)] + 1] 2(0) sup | st)! 
OgisT 


deducem, ca în cazul tratat mai înainte, 


Is(0)| sa(lz(0)]) 


şi ţinînd seama de formula variaţiei constantelor deducem şi 
| (2 (£)| < aa(l2(0)]). 


De aici rezultă =: < a (| 2 (0) |) şi cu aceleaşi raționamente ca în cazul 


yu 
anterior, din | 02(î) dt < C rezultă lim o (î) = O şilim z(î) =0. 
it — ao bt —» ao 


0 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATĂ 173 


Am demonstrat astfel: 
TEOREMA 2.4. Dacă matricea A e hurwiteiană şi dacă există q>0 


astfel încît sa + Pe (1 + îoq)p* (A—ioE) -1a>0, atunci oricare ar fi 


funcția f cu proprieiatea că există h, și ha < k asifel ca h, 2 Sof (6) Sha c2, 
soluția banală a sistemului este asimptotic stabilă în mare. 

Prin urmare am considerat pînă acum cazul cînd matricea A este 
hurwitziană, precum şi cazul cînd ea admite o valoare proprie nulă. De 
aceea este firesc să ne ocupăm acum de cazul cînd A are două valori pro- 
prii nule. Dacă acestor valori le corespund divizori elementari simpli, 


o transformare liniară de variabile aduce matricea A la forma fi 0) şi 


sistemul devine 


dz d£, dy 
— = A.z-la —— == — = a] (0). 
EP 1£+ mf(o), dt 2f (0), dt af (6) 
Dacă unul din numerele a, şi ag este nul, de exemplu dacă a, =0, 
ultima ecuaţie devine 


dn 0 
dt 
şi se vede că nu putem avea stabilitate asimptotică decît în raport cu 
mulţimea y=0. 
Dar în acest caz sistemul devine de forma studiată anterior, cores- 
punzătoare unei rădăcini nule. Dacă a, = aa = 0 nu putem avea sta- 
bilitate asimptotică decît în raport cu mulțimea £ = 0, y=0 şi ajungem 


la cazul de mai sus. Dacă a, as FO0,luîndt = în £, — — 7, deducem ep = 0 
da a 

şi din nou nu putem avea stabilitate asimptotică decît în raport cu mul- 

ţimea î, = 0; ajungem astfel tot la cazul unei rădăcini nule. 

În concluzie, cazul a două rădăcini nule cu divizori elementari sim- 
pli nu aduce nimic nou. 

Dimpotrivă, cazul a două rădăcini nule, cu divizori elementari de 
ordinul al doilea prezintă un interes deosebit şi a fost studiat pînă la capăt 
de V. M. Popov. 

Trecem la prezentarea acestui caz. Se presupune evident că rădăci- 
mile nenule au părţi reale negative. 

Fie 

G(s)=— —p*(sE —A) 1. 
Să observăm că funcţia G este invariantă faţă de transformările 
liniare ale sistemului. Fie într-adevăr y = De. 
Avem 
dy dz E 
—— = D— = DAD! Daf(o), oc =p*D-! 
îi: î. y + Dajfl(o), p y 
dos = DADy + Daf(5). 
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Noua îuncţie 
G,(3)= —p"D-i(sE—DAD-1)Da= —p'*(sE—A)a 
este deci egală cu G(s). 
Pentru calculul efectiv al funcţiei G este util să observăm că ea este: 
soluția sistemului 
sz = Az—a, G(s) —p* a. 
TEOREMA 2.5. Dacă 
PReioG(iuw)>0 
pentru toti o > 0 şi 
i: Pe o2G(îuw) <0, 
a= 


soluția banală a sistemului este stabilă în mare oricare ar fi funcția f cu: 
ocf(6)> 0 pentru c-F0, 

lim | f (6)do = co. 

0— + ap RL) 


Dacă în plus avem 
lim BertoG(iuw)>0, 


= 80 
atunci soluția banală este stabilă în mare oricare ar fi funcţia f' cu cf (6) > O 
pentru c=£F0 şi 


lim sup(|f()|+ | f(8)do) = co. 
0O— + ao +0 
Dacă 
Pe1oG(4uw)>0 
E) 
i (ce w2G (î o) <O 


490 


și dacă soluţia banală este stabilă în mare, atunci ea este asimpiotie stabilă 
în mare. 
Prin urmare, dacă 


Pe io (iu) > 0, lim BetioG(îuw)> 0, lim Peo2G(to)<0, 
()— ao 0—0 


soluția banală este absolut stabilă pentru toate funcţiile [cu c f (6) > 0 pentru. 
o=£0, 
lim sup (|f(6) + | £(0)do)=ee. 
Oa) + ao „0 


Dacă 
Pe io G (to) > O şi lim Pe o2G(îw) <O 
0—0 


atunci stabilitatea absolută are loc numai în clasa funcţiilor cu 


lim | Fo)ăo dd 


0—> & ao = 
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Pentru demonstrație observăm că deoarece condiţiile sînt impuse: 


numai funcţiei G şi aceasta e invariantă, putem presupune sistemul adus 
la o formă canonică convenabilă. 


Alegînd pe D astiel ca 


B 0 
ni i Zsa 
DAD-: = la 
LO 00 
sistemul devine 
de dyn dy, 
= Bat bfi(0) bg + bau f(0), Se = d, fo) 


d! 


o=g9" a Pn-1Yn-i | Pa Ya - 
Calculînd pe G(s) după procedeul indicat mai sus, găsim 


G(8) = —q9*(eB— B)-1b ___Pnbn t Pain Pn-ubn | 
8 8 
Rezultă că 
lim Pe 02G (50) = Dad, 
4-0 
deci apare condiţia pu-a b, <0. 


În particular, b, £0. Putem deci efectua o nouă transformare 


l ] 
L=L, = z2 (On Yn-1—bn-1Yn)p 6 = Yn 


b, 
şi sistemul devine 


dz __ 

Sie d ui A cl, 
dn — 

a > 

dE _ 

Fă Aa 


o=g*r—a5—Bm. 


Deoarece G (s) este invariantă, este suficient să demonstrăm teo- 
rema pentru sistemele de această formă. Pentru asemenea sisteme avem 


G (s) = —g9* (e BP —B)by+ + e 
$ 


Ş2 
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Condiţia 
lim (Pe w2G (îw) <0 
0—0 
ge scrie acum 
Bp>0. 
Mai departe, 
Pe (ioG (iu) = — Peiogq" (io E — B)ib+a= 
= — Peg" (io — B+ B)(ioE — B)yib+a= 
= — Peg" B(ioB — B)ylb+a—gq*b: 
Ținînd seama de faptul că 
q* B(ioE — Byib=gq* B(—îoE — B)(—i0E — B)i(tol —B)'b= 
= 9* B(—1toE — B)(o25 + B2)10, 
putem scrie 
Pe (io (ic) = q* B2(02B + B3)1b+a—q'b. 
Condiţia 
lim Be (io G(îw)) > O 


000 
ge scrie deci 
a—q"b>0. 


Vom stabili acum o serie de leme care reduc succesiv problema 
la unele fapte mai simple. 
LEMA 1. Pie 


ep=|z|l+lEl+inlseo=lzl+tiBl+lmol. 


Dacă pentru orice soluţie a sistemului avem |E(t) | V.(po), atunci 
avem pentru orice soluție și inegalitatea 


|z(£)] << Va(po)- 
Demonstraţie. Pe baza formulei variaţiei constantelor 


i i 
z(î) =e% a + e (-” bf[o(7)]dr = ea + | eti-2b Se) dr = 
“0 (1) T 


— ez, + b E (î) —et'b £ (0) + | Bet t-"bE (c)dr, 
0 


Deoarece B este hurwitziană, avem 
le*| << K,e-fo', t>0, 
deci 


ţ 
|z(0)| <K,e-Etpo + | 2 Yi (po) + K.| B 12 Ya (po) | e- Ko" dr < Va(po)e 
0 
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LEMA 2. Dacă 6 > O și lim | f (6) do = coși dacă pentru orice s0lu- 
ot J9 


ție avem 
EI h(e), | (o -< tate, 


atunci pentru orice soluţie avem 


P (î) < Vs (Po): 


Demonstraţie. Funcţiile 


d) =(poaa, pn =0 Joao 


e; 


sînt monoton crescătoare şi continue; fie 


Vs (7) = min ( Ș, (7), Vs (r)). 


Din ipoteza lemei rezultă 


Ve(|o(7)1) < Va(Po) 


|o(î)| Ye" (Va (p0)) = Vz(po)- 
Din c=g"'z2—a2—fm şi 620 rezultă 


deci 


In)! omora atei 


la | 
p 
Din | & (6) | < Vi (20); lz(01|< V2(po), a Va (Po) rezultă p (î) < Vs (po) 
şi lema e demonstrată. 

LEMA 3. Dacă B>0, a—qQ* b>0, lim sup (|f(0)| + £(6)ds) = co 


1 (Po) + — a d (Po) = Va (po). 


o (î) 
și dacă pentru orice soluție avem | & (1) | S Vi (po), f(0)doVa(po), atunci 
(4) 


pentru orice soluţie avem p (t) SL Yo (90). 
Demonstraţie. Pentru toţi i pentru care 


ls(î)l<(lg|+lal+I181)pe 
are loc şi inegalitatea 


If (o(0)|s sup |f 


lu S(lal 


178 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE 


Arătăm că pentru toţi t pentru care 


lo(0)|>(lql+lal+I18l)po 
are loc inegalitatea 
| f(o(t))| < Vo (60); 


Vo (20) = a [IB| Va eo) FI Pl da (eo) ] 
a —gq"b 


unde 


Avem 
|s5(0)| =|]q* 2 —a 8 —Bnols(lgl+lal+IBl)e; 
dacă există t, > 0 astfel ca 
lo(t)l>(lgl+lal+18l)e; 


atunci există î, cu 0 << astfel ca 
2 
(ta) ati), SS >o. 


Punctul i, este marginea inferioară a mulţimii punctelor din [0, î] 
2 
în care o (î-) = o(î,); dacă în punctul î, avem Se Na) <0, atunci există 


0<t,<t, cu c2(t3)<o2(t.) şi cum 62(0) <o2 (î3) 

există 0<i, Cla cu o (î,) = o (fa), ceea ce contrazice faptul că ţ, este margine 
inferioară. Existenţa lui t, rezultă din faptul că o (î) este continuă, deci 
admite proprietatea lui Darboux. Avem 


2 di di d di di 


= o (î2) [q* Ba(12) + q* bf Lo (2)] — af [o (î2)] —B8 (î2)], 
deci 
1 dot(t,) 
2 di 
Dar 


— (a—q* b)o (î2)f [o (2)1+(l q] 1 B| V2(00)+ |8I ba (p0))] s(f2) |. 


G (î2)f [o (î2)] > 0, 


6 (t2)f [o (t2)] = lo(t2)llf [o (t2)]| » 


deci 


deci 


= a <|5(î3)[4—(a—q* 8) |f [o (t2)11+ lall 8 Ya (60) +18 1 Va(90))= 


= [o(î2)|[—(a—q” 5)|f [o (42)]1+ lall E lb (e0)+ IB| Va (90)]= 
= [o (î) |L—(a—q* 8) |f [o (î)] [+ lall E lVa(e0)+ 181% (e0)]- 
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Din 
do? (î.) > 0 
dt 
rezultă 
Baci — (a — q* b)lfLo(t)]l+ all B |y= (po) + 181 bi (90) > 0 
ecl 


lql| B | Y2(e0) + 161] (po0) _ = a 


a —q*b (Po) : 


| fLs(t.)]| < 


Am demonstrat astfel afirmaţia făcută mai sus. De aici rezultă 


sup |f(u)| < max (sup PA ho (20), 


u€ [0,0 (t)] ulSt(ialria|+| 


unde am notat [0,c (1)] segmentul cu ia ai, 0 şi o() chiar dacă 
(1) <0. într-adevăr, dacă |o(t)] < (19| +la]--IBI) pe si (la|-+- lee] + Bee 
şi sup If) < sup ie) |. Dacă lsl> (al +a Î8l) ee, cum 


is (6) <a + aiba pentru orice pu cu |u|>(]q]+la|+I6])ee 
și u €[0,o(1)] există în €[0,î] cu p=s(î.), deci |f(t:)| < Po (Po). 


Din inegalitatea stabilită rezultă că 
| fodao+ amp lete)l < ales) 
Fie 
ba (0) = fede +, amp, ft) bat) =0 fo)ao + sup If)! 
Avem 
| 7(odae + ap 170) > min tra (15) ba (ls) = ta(le)), 


deci 


Va (| s() |) < Vu po)» 
|o (£) | Vs (o). 


Mai departe, demonstraţia continuă ca în lema 2. 
Ținînd seama de lemele demonstrate, prima parte a teoremei se 


de unde 


o (î) 
reduce la obţinerea evaluărilor | £ (î)| < V, (ec) şi | f (6) do < Vs (90). 


Pentru obţinerea acestor evaluări se folosește transformata Fourier. 
Fie 
flo(9] 0scti<7 
ț) = , 
Ie (6) | 0 > 7 


Ar (£) =| a *Be* (—" br (7)dr + (q'b—a)fr (1) 
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Ca de obicei 
fr = ( e—*! fr (î) di = | e—i«!f [o (î)] dt: 


Deoarece B este hurwitziană, există transformata Fourier a funcţiei 
q* Bet! b şi această transformată este egală cu q*B (ioE—B)ib. 
Pe baza teoremei asupra produsului de compoziţie avem 


= 9*B (ioB— By 57 + (q*b — a). 


Fie 
„(D= ir (ra Îof 7 du = 
„0 27 —20 
=) Pe(q* B(iw E —Byib+q*b-—ua | Fr |2do = 
TU J—ap 
= Su Pe (i oG(io)) |frl?do. 
27 —a 
Condiţia Be (îoG(îw))2>0 conduce la u (7) <O 
Avem 
2 = q* Bea, + (q*b —a)f[s(01—BE(t) + 


[4 
( q* Bef— bf[o(t)]dr = q* Betta, — BE (î) + ar(t) 
«O 
pentru O<i<7. 
Rezultă 


(TD) =f (SO - e Bona, + pEb to ae<o 


Avem 


| SO froa=f todas -Î fo)ae 


7 

EDF Lo (Old = ef E d = 2 BLE2(7) — E(0)] » 
-La Bet: 2, f (o (î)]dt= -| a" Beria, SEC) = —gq* Bes? z, E (7) + 
*aBat)+| q* Bea E(t)ăt> —21q||BIK,| za sup|& (î) | i 


— E lal1B 1 0|_sap IE) | erai > — — Kapo sup |E(|. 
osts 7 
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Rezultă astfel 


| fHloăo+ A pE2(7)—Kaoo sup |E()I—( f(0)ăs— 
0 2 osis7 „0 


1 
— Bes e(D) 0. 


Fie 
Vas (7) = max (V, (7), Vs (7)). 
Avem 
| Ftodae< hat le(0)D< halal + lal+ 18 Dee = dr(eo) 

Rezultă 

(m fto)ao + BED) —Kaeo sup LE(0)| — alo) <u(D)<0. 

0 2 osisr 
Cum L f(0)do>0 şi = 6>0, rezultă inegalitatea, 


SI) — 2fapo Sup | &(t) |] < ba (ea) — hot (Po). 


De aici, prin procedeul care a mai fost folosit, rezultă | £ (î)|-< v, (po) 
pentru toţi t>0. 


Ținînd seama de evaluarea obţinută pentru £ (î) se deduce imediat 
din inegalitatea fundamentală 


o (1) 
| Ş (6) do < K2po Vz (po) + Vs (£o) i Va (po). 


Cu aceasta prima parte a teoremei este demonstrată. 
Demonstrația ultimei afirmaţii relativă la stabilitatea asimptotică 
necesită unele reia 


LEMA 4. Pie > (î) definită pentru t > 0 cu derivate pînă la ordinul li 


UAI 
și astfel ca FIA < K pentru t>0, 1=—1,2,..., li. Presupunem ca 
este uniform continuă pe dia în 1> 0. Dacă există 1 SU, Sl, astfel ca 
lo 
lim ei dU) MESE TA atunci lim E AA = 0 pentru | = 2, 3 ,...s„h. 
to dt i ao di 


Demonstraţie. Presupunem prin absurd că afirmaţia lemei nu e adevă- 
rată pentru derivata de ordinul, 2 < j <.. Atunci există A > 0 şi un şir 


i, astfel ca lim t, = co. Din ipotezele teoremei rezultă că toate derivatele 
k—ao 
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sînt uniform continue pe ie i> 0. De aceea se poate găsi un şir tt 


astfel încît Art) a — > pene t€ [î,, |]. Deducem 
dp (8) _ dirt) * di x (t) A 
9 K > | it | = ——————— di] > — | — 
iN E rea îi | fair | > 
j 
căci dacă, EA SE ple) > pe [î,, % ], atunci 2 L păstrează semnul pe acest 


segment (orice derivată are proprietatea lui Darboux). 
Rezultă |t& —t,|< e „ Deducem de aici că putem alege pe i astfel 


) | 
sr) = A pate nu putem avea pe E — , te + =] 
inegalitatea strictă ii E 7 () — căci ar rezulta 2K > = e ceea ce 


este ip iat (za Prin urmare pe acest interval există puncte în care 


3 
e ATU | e , deci putem alege pe t cu proprietăţile |& — 4, | <—— su , 
dy(t)|_A dx (d) k 
pote —— i za 7 ss al DS tE [î,, t*]]. Din continuitatea uni- 
formă rezultă că există 5 > 0 astfelca |t —î,| <ă să implice 0 
? 

—1 ap (4k 
Ea A I0E ; de aici rezultă & — i, > 6, deci odăi Al) — 
dt 2 dii— 

__ d Y (1) d— y 


nu poate avea limita zero 


i d, ceea ce arată că 
dti— 2 di— 
pentru i—> co. 

Pe de altă parte, 


3 k 3 +1 +1 
a |) dx = d tr aj cre EP i uit 
2 de dt , ati eu | dit! 
a tK NI dit! -p 
A dțti! 
deci 
Ay A2 
LE lt (E ] dțiri 7 să 


Rezultă că dacă afirmaţia lemei nu e adevărată pentru derivata de 
ordinul j, ea nu este adevărată nici pentru cea de ordinul 3 4-1, nici pentru 
cea de ordinul j—1, ceea ce conduce la o contradicție față de ipoteza din 
enunţ. 
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LEMA 5. Dacă pentru toate soluţiile p (î) S Vo (po) și î E (î)=0, 


atunci soluția banală e asimptotic stabilă în mare. 
Demonstraţie. Avem 


z(î) = eta, + | e24—) d f[o(7)]ăr = eta, + eB6— p E - 
d r 


= ef (2 — dE9) + DE (0) + | Beni VE (7) d. 


Cum 
lim ef =0, 


lt co 


de aici rezultă imediat că lim £ (î) = 0 implică lim z(t)=0. 
4 co l— 06 


Pe de altă parte, 


= = g Ba) + (0 d —o)fls(t)] — B3(). 


Din ipoteza 


e (î) < Vs (Po); 


rezultă 

|z(£)| < Vs(po); | E(£)| << Va (po); In(9)|< Vs(po); 
deci 

Is(î)| <(lql+ ls +1 81) Va(po); IfLo(0)]l << Vo (po) 
Şi 


< Va (po): 


îi 


Rezultă că c(?) e uniform continuă pe semiaxa t > 0, deci f [o (î)]e uniform 
continuă. Aplicăm lema 4 cu 


dr zip, 2 ora 
a = E (0, e = 


Avem lim = — 0 şi din lema 4 deducem a a SA =0, deci a f[Lo(t)]=0. 


t— co 


Deoarece | o (î)| < (|q|+|«1+181) Vs (90); de aici se deduce că lim o(î) = 0. 
Din o(î) = gq' z(î) —aE (0) — 8mn(d) şi > 0 rezultă acum “Tim " (î) = 0 
l> a 
şi în definitiv e demonstrat că lim p(t) = 0. 
t > co 
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În acest mod demonstrarea completă a teoremei s-a redus la de- 
monstrarea faptului că în condițiile din enunţ avem lim £ (î) = 0. Pentru 
t— co 


aceasta este nevoie de încă o lemă. 

LEMA 6. Dacă Pe io G(îiw) > 0 pentru toți o > 0, există 
8" 
H $) = a — 
(2) To i FF MSP... FOp_s8-k+ay 
cu proprietăţile : 

1” Rădăcinile ecuaţiei st + as +...-+ Qg_18-+ ay = 0au părți reale 
negative. 

2 Pe (ioG(io)—|H (o)|2>0 pentru toţi e reali. 

Demonstraţie. Avem, după calculul făcut mai sus, 


»0<moSk, 4FO, voFo0 


> b, wo? 


0 mo <m, SI ma, bn, £0, bu, FO, Co FO, 0, FO. 


Fie k = ma-+ mo — m. Considerăm un polinom arbitrar de forma 
SE + ast 1 +...-Fax-1 8s+a, ale cărei rădăcini au părţi reale negative. 
Funcţia 


l (73 c)mo Z 
Pe (io G(îco))| (ok + a(io) 1 +... FPaz_a(fo)-+ka,y 
este continuă şi 


J (02) = 


Co . Cm 
0) -— 00 


mg Wk Mi 


lim J (w2) = 
W—0 


Există deci yp=£0 astfel încît J (2) < Si pentru toţi w2> 0 reali deci 
0 
1 —"fâJ (62) > 0. Înmulţind eu Be (io G(i6)) rezultă 


> mo 2 
Za (So 0000) af | e e 
(0% + aa (0) +... + apa (to) + ay 
Observăm că deoarece polinomul s* +a,s%1+...+au_18+a, este 


hurwitzian numerele a, sint toate pozitive. 

Să facem de asemenea observaţia că dacă mg = 0, m, = ma, rezultă 
k=0 şi polinomul se reduce la o constantă ; enunţul lemei revine la faptul 
că în acest caz Be(iw(G(îw)) este mai mare decît o constantă pozitivă. 
Într-adevăr, cazul mg = 0 m, = ma se poate ivi dacă şi numai dacă 


a = lim (Pe (io G(îw)) > 0, a—q*b=—lim Be(toG(1o))>0. 
W—0 Ww— 00 
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Aceste inegalităţi, împreună cu Be (o G(2w)) > 0 pentru toţi o > 0, 
implică tocmai existenţa unei constante pozitive care mărginește inferior 
pe Be (iw G(ic)). În acest caz faptul că lim p (î) = 0 rezultă imediat. 

> ae 


Avem 


u(1) = br Pe to) G(10)) fr do < SE i 
2T l-a 27 


[e e] 


Fe |2do = 


ao T 
sep fa xi f? [o (ăi. 
+ 0 0 
Deci, ţinînd seama de expresia lui u(T7), 


| ftoas— | floao + 2 B8(D) — Kaeo mp ll — 688 < 
0 .0 2 oS<t<7 ) 
T 
< — i f* [o (t)]ăt 
Dar prin ipoteză p (î) < Vo (po); rezultă 


rÎ PIs(01at < du (eo) 


deci 
T 
lim flo (6]adt=L < e. 
T=— ao 0 
Notînd 
d ț 
a =( Plot, 
dt 
rezultă 
lim AY = 0 
to» di 
Pe baza lemei 4 deducem 
„2 : 
lim “= lim f?[o()] =0, 
i» (2 t— ao 
deci 
lim f [o (î)]=0. 
4— co 
Dar 
de (î) 
|] —=——— 
f [o (î)] Ep 
deci 
de (î) 
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Din 
x (î) = ef z, + ( ez — bf [o (7)]dr 
rezultă acum şi lim z(î) =0. . 
Din did 
an Le:(4)|/==0 şi |o(î)| Y(po) 
rezultă însă 


lim c(î)=0. 
Cum t— ao 
o (î) = q* (i) — a& (1) — Bn() 
rezultă 
lim [at (î) + Bn()] = 0, 
deci 
lim [i (î) +a zu =0. 
Să seriem 
a o + n (=). 


Deoarece avem prin ipoteză « > 0, 6 > 0, deducem 
8 6 


— — (t— 


n)=e* m+l e “ C (7) dr. 


«O 
Ținînd seama de faptul că au U(î) = 0, rezultă imediat că 
lim »(î) =0 (de exemplu aplicînă. regula lui HOpital). 


Li 
- Dar dacă avem şi lim y (î) = 0, atunci lim £ (î) = 0 şi demonstraţia 
i— ao t— ao 


e terminată. 

Lemele 5 şi 6 sînt necesare tocmai în cazul cînd « = 0 sau a —gq"b =—0 
şi deci k>l. 

Fie mai întîi k = 1. Atunci polinomul din lema 6 se reduce la s+a.e 
Fie y, definită de sistemul 


dy 
7 iai La în) (0) = — pt Fa To 
Ya (i) = = — will) 
d d 
va (0) = = — a +) = — aa ya (6) +E(t), 


și (i) 2 Calea aS32 +flo(01= — aa ys(0 + flo (6) 
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Fie u, definită de 

du 
—— = — MW + fr(b), Mm (0) =0, 

dt 
Up = — Mm rr (d). 
Observăm că din felul cum a fost ales y, (0) rezultă 
1 1 
Ya (0) = — 01 Y1 (0) + no = e 20 — Tot To = pc 


: 1 
Ya (0) = — 01 Y2(0) ro = —fo rfo=0 


gi cum pe [0, 7] ya şi u verifică aceeaşi ecuaţie diferenţială, rezultă u, (î)= 


= Ya(0; vali) =ya(1) pe [0, 1]. 
Deoarece f, (î) = 0 pentru t > 7, rezultă că pentru t > T avem 


lu, (î)] <K' eu, |uz (î) <K' eat. 


Aplicăm transformata Fourier și obţinem 


„= a - i = 
104 = — niz U = ————— În 
10 + 
x se „n d iz fie F zu 
îi = — ata Fa = — fe + fe = fr 
10 + 10 + 


Dacă mo := 0 avem you = H (ic) fr, iar dacă mg = avem yg OR = 
= H (5) fn; prin urmare 9 î ata = H (îo)fa. 
Fie 
ii ao i 0 SE: i OD , PE 
(7) =] Uma dt = | 13 | dm |2do = | Ho) [213 [2do. 
+ O 27 eo 27 a —00 
Avem 
- ÎI. (* A e 
p(D) + â(D)= —( IRetioetio)— E tio) Il, do <o. 


Dar 
y u (7) > — Va (Po), 
deci 
u (7) < Vaz (po) 
adică 
| mot dt < Vaz (po) 
sau î 


“o ÎN mes dt < Vaz (Po). 
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[- =] A 
L = (isa, = gaz; 
A) di o 


din lim — Si = 0 deducem aplicînd lema 4, că 


A. -) 


2 
dv _9 
to co (2 
deci 
lim ym+s = 0, 
t— ae 
adică 
lim Ym = 0 
i— ao 
e . d! y 
Aplicăm din nou lema 4 cu Er = y 


1 = 19,344, =my+3. 


Rezultă 
lira ya (î) = = ua Ya (î) = lim Ja (î) = 0 
Dar din 
lim ya (î) => bun ya 6 ) = 0 
rezultă 


în: £ (î)—0 


şi demonstraţia este iai 
Cazul k > 2 se tratează la fel. Fie y, definite de sistemul 


d d 
Vi = = Viu > 2 k— e — — 5 apuse +n(t) 
Zi 


di d 


1 1 , 
(0) = — SE fo + map Ya(0) = oo 900) =0, j=3.. 


dr dy k 


Introducem funcţiile 


/ k 
Ya (Î) = NUI sa ii > a; Vega + Nb), 
a 
Yva (Î) = S9reea () = dud Sessa + &(0)= 


sai za 5 a; Vega +6 (0), 


Î= 


dyese (î) — 5, 0; Yu-s+a (0) +7 Lo (0)]. 


[A Ras: 
Y+a (Î) = dt 
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Din e (t) < Vs (po) rezultă că n,£,f [o (4)] sînt mărginite şi uniform continue. 
De aici rezultă |, (£) | SS Vaza (po) pentru j=1,...,k+3; pentru primele k, 
acest lucru rezultă folosind formula variaţiei constantelor, iar pentru 
ultimele, direct. Fie acum +, (î) definite de 


A = Vu 7 SL eag BE da 


du, a 
d Dai ca Ş, Q; Uşa FIrit), Wu; (0) = 0 
ar! 


k 
Ura = — VI ura Fri). 
3=) 


Avem +, (î) = yp+2 (0,3 = 1,...,k +1 pentru 0O<t<T. 
Într-adevăr, y;2 (0)=0 pentru j =1,..., E+1 şi pentru 0O<i<7, 
funcţiile 7,2 (î) verifică acelaşi sistem ca u, (î), 

Pentru î > 7 avem |u,(t) | <k' ek! căci f„==0 pentru î > 7 şi siste- 
mul omogen corespunzător este hurwitzian. Aplicînd sistemului în u, 


transformata Fourier rezultă jo mea = H (3) În de unde, ca în cazul 
precedent, deducem 


Al Magi di = | 1jm+-3 di < Vaza (Po) 
0 


«O 
şi apoi 


lim Ymo9+3 (1) = 0. 
— ao 
Aplicînd lema 4 cu 

0 AR 1=19,...k+3 
dt Yi V] Dog... Vi 
deducem 


lim y,(î)=0, j=—2,3,...,k+3, 


i «> ao 
k 
lim & (1) = lim [ya (0) + SI ae Vega (091 = 0 


şi teorema e demonstrată. 


Exemplu. Considerăm sistemul format din ecuaţiile scalare 


SE. ia —az+y-—1(0), 
dt 

AY — 2 — cf(o), 0=ă, 
dt 

Ca, eta) 


dt 
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—a 1 0 
Matricea părţii liniare a sistemului este | 0 0 1 E se vede că are două rădăcint 
0 0 0 


nule cu divizor elementar de ordinul al doilea şi rădăcina — a, care este negativă dacă a >0. 
Calculăm pe G (s) după procedeul indicat mai înainte 


sz=—a072Z+y+1, 
sy=zZz+ec, 
sz = 
Rezultă 
ai b = z c b Pe Ie 
Z=—, y=——=——s (a+s) z=y+1, 
s s s s2 s 
deci 
pas SRR 
as a-+s 
deci 
c b 
co [ir +a) 
s s2 
Avem 
lim 2 G (io) = —2<0 dacă b>0. Deci 
1090 a 
dle GU) > ae | vip 2 oi | ra] O alee lo) 
a + iv io 092 a2 + w2 


EI Ii i air ii pai ac — b+ ou? 
DO e urca RIN AN POREDRRE: VOR, HD atroce 


492 (a2 + 02) q2 + U)2 ai U)2 (a2 + 02) E ” 


Se vede că Sari Be (io G (iw)) = 1. Condiţia Be (io G (ico)) > O pentru w > 0 se reducela 
ac—b >> 0. Prin iii ae; dacă a > 0, b>0, ac—b 2>0, soluţia banală este absolut stabilă 


pentru toate funcţiilefcuof (6) > 0 pentru 0-40. lim sup (|f(0)| + | f (6) do) = oo. 
0— +a o 

Şi de data aceasta metoda lui V. M. Popov dă rezultate cel puţin 
la fel de puternice ca cele bazate pe construcţia unei funcţii Liapunov 
de tipul obişnuit. Anume, dacă există o funcție Liapunov, negativ definită 
de tipul „formă pătratică plus integrală” cu derivată în virtutea sistemului, 
pozitiv definită, condiția (Pe (ia G (îu)) > 0 este îndeplinită. 

Demonstraţie. Seriem sistemul echivalent 


dz 

Pepi d aug Ac 
PE 

pȘ J (6), 

d 


Bo BE+(g b — af (6) 
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şi funcţia Liapunov 
V(z,£,o0)=aNa+2tez+ 20020 -+ yu E2+ 2yiato + 


+ Ya2 02 — 2 (ro do <0. 
Pentru di 
f(6)=ho, h>0, V(x,E,o)devine 
V,(z,£,0)=2aNe+2ter+2o0c30 + ypt2 + 2hato + (Ya —h)o2. 
Derivata în virtutea sistemului va fi 
Sa = W,(z,&,o0)>0. 


Avem W, (z,£,c0)>>0 şi pentru h = 0 căci dacă ar fi strict negativă, ar 
rămîne negativă pentru Ph suficient de mic. Rezultă 


= z (NB-+B'N)a+te, Br+ocs Br + 
+ (622 + az F Y2260)(q' Bz — 65) >0 
a Na+ 2tc + 20020 + Vuat2+ 23 ok Ya 020. 
În particular, pentru 2z=0, E = e2B, o = Ya, deducem din prima inegalitate 
— 2 B2 (Ya e2B + Ya2) >0. 
ventru toţi e deci y22 = 0. A doua inegalitate dă pentru z=—0, £—e2, 0=—"Y12y 


et fu + 2 %i2 e2 + Yaa Yi2 SO 
deci fa =0. 


Tot aceeaşi inegalitate dă pentru z = e20,, £=0,c0=1l 


e“ 02 Nea + 2e20303-+ Ya SO, 
deci 0, =0. 
Punînd din nou în prima inegalitate z = B'e,c2, î= — 1, oc=0 


se deduce B'e, =0, deci c, =0. Rezultă că V, are forma 1 Nae + 
+ n £2— ho2, iar derivata în virtutea sistemului liniar este 


= 2 N (Bo + bho) + (Ba + ho) Na+ 


+ (ho (Ya + B)8 — dq Bo — (gb — a)ho)>0. 


Punind 
z=oB 1U(u), £=0, c=0, 
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deducem 
— w2(B-1U (o) NU(o)+ oi U'(o) NB 1U(u)>0. 


Luînd U(o)=—B(o25+ B2)1b şipuniîndz=U(uw), £=0, 
0 = a deducem 


= U" (0) N (BU (o) +0) + A(BU(0) +5) NU(0)—q' BU (0) + 


+a—qb>0. 
Dar 
BU(o)+b= — B2(025 + B2)1b+ (025 + B2)(o2E + B2)1b = 
= 02(02BP + B2yib= — o2B1U(uw). 


În definitiv obţinem —g9"BU(o)+a —gq'b>0 ceea ce coincide cu 
Pe Go G(î0))> 0. 

Să observăm că derivata funcţiei V, pentru 1 =0, o =0, E70, 
este nulă, deci nu există funcţii Liapunov de tipul considerat cu derivată 
pozitiv definită. 

Și în această problemă se poate folosi metoda funcției Liapunov. 


Dacă f -£0, sistemul este echivalent din punctul de vedere al stabi- 
lităţii absolute cu 


dz 

ds = A + bf(o), 

IP E 

î. f (o), 

== = q 40 + (5 —o)f(0)—BE. 


O condiţie necesară pentru stabilitatea absolută a acestui sistem este 
8>0. Într-adevăr, din stabilitatea absolută rezultă că valorile proprii 


ale matricii 
A b 0 
H=| qA gqb-—-a —B |], 
0 1 0 


(H este matricea sistemului liniar care se obţine pentru f(6) = o), au părţi 
reale negative, deci 


(— 1)+2 det H = (— 1)det H>0. 
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Dar 
A 0 


det HI = — âet| î 
qA -—B 


|= pae4 
şi 
(— 19) det H =(— 1) 6 det A. 


Ținînd seama de faptul că A este hurwitziană, rezultă că 
(—19) det H >0 deci 6>0. 
În cele ce urmează se va presupune deci 6>0 şi în plus 


lim | fo)ăo E, 


lo]. 
Pentru orice matrice LI > 0 există B > 0 astiel încît 
BA +A B=-I[. 


Considerăm funcţia 


Ya, î 0)=(Ba, 2)+p E2+2( 7(0)do. 
Derivata acestei funcţii, în virtutea sistemului, este 
4 = — (Pa, 2) —2((Bb + 49,0 f(0) +20 — d flo). 


Rezultă că — 4 este o formă pătratică în z, o cu matricea 
T — (Bb+ 4"). 
—(Bb+A" 9) 2(a—gq'b) 


Prin urmare, necesar şi suficient pentru ca această formă pătratică 
să fie pozitiv definită este ca 


det | E pi 
—(Bb+A'q) 2(a—q'b) 


Aceasta conduce la condiţia 
a — gb > 2 (B3 + A4"q) T-1(Bb + A'q). 


Deoarece 4 se poate anula numai pentru 2 =—0, o =—0 şi această mul- 


ţime nu conţine semitraiectorii întregi, deducem că o condiţie sufi- 
cientă pentru stabilitatea absolută a sistemului este 


PO a min 2 (BD + 4*9) T-1(Bb-+4"9). 
> 09 
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Fie acum 
A = diag( —u,), [= diag (4). 
Rezultă 
B = diag (Ji -, (Bb + 4" 9) D-(Bo+ha' 9= Și ag SRR, 
2u,; Zi 4w V 


unde b;, q; sînt coordonatele vectorilor b, gq. Deducem 
min (Bb + 4"9) T-(Bb + 4'9)=2 3 cad, 
> îl 
2 =! 0 dacă b,q,>0, 
x 1 dacă b,9,<0. 
Obţinem astfel următoarea condiţie de stabilitate absolută 
| 0 q, b, < 0, 
1 Q; b; > 0. 
Să observăm acum că, în cazul cînd A e diagonală, avem 


LL) 
a > 9, 4 qi bo e: = 


i=l 


întortu; fo 02 


Şi inegalitatea Be to G(îw) > 0 devine 


i duo 
a >> PX ari] 


Teorema lui M. V. Popov conduce la următoarea condiţie de stabilitate 


" Do 
a > max ŞI ie. 
o>0 A m4To 


Deoarece Be (ioG(iuw)! =a pentru w = 0, inegalitatea 
(Pe îw G(tuw)> 0 pentru orice w>0 
implică «> 0 chiar dacă matricea A nu este diagonală. Din 


1 0;q>0 


max — i di — e, b; qi," = | 
0 b;q;-<0 
deducem că a > 9) e“b;q, este o condiţie suficientă de stabilitate absolută 


i=l 
şi regăsim rezultatul obţinut mai sus cu ajutorul funcţiei Liapunov. 
cazul cînd bd, q; >0 pentru 2=1,..., n, avem 


min (Bb + A" 9) T-1(Bb + 4"9)=0 
T>0 
T diagonală 
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şi este evident că acest minim nu poate fi îmbunătăţit considerînd matrici 
nediagonale, deoarece I”1 este pozitiv definită și deci 


(Bb + A" 9) T1(Bb + A4'q9)>0. 
În cazul când b, q, <0 pentru î = 1,...,n, avem 
min (B5 +- A" 9)” T-1(Bb + 40)=—2qb 
T diagonală 


şi din nou, minimul nu poate fi îmbunătăţit considerînd matrici I nedia- 
gonale. Într-adevăr, dacă ar exista I > 0 astfel încât 


(Bb + A"g) T-i(Bb+ A'q)<—2q9b 
am deduce că pentru 


A — db > (B5 + A" 9) T-1(Bb + A") 
există o funcţie Liapunov și cum 
ab (B+ 49) TB 4'p<0 


am putea avea o funcţie Liapunov pentru «<<0 ceea ce contrazice conclu- 
zia trasă pe baza teoremei lui Popov. Cum această concluzie nu folosea 
faptul că A e diagonală, deducem că pentru orice A hurwitziană şi orice 
[> 0are loc inegalitatea 


(Bb + 4"9) T-(B5+4'9)>—2q9'd. 
Luînd gq=— ar c, obţinem 


(2 + 30) r-(Bo - 30) > — 0" Alp. 
2 2 
Această ultimă inegalitate a fost obţinută pe altă cale de J. P. La Salle. 


În cele ce urmează vom scoate în evidenţă ideile generale conţi- 
nute în metoda lui V. M. Popov pentru a putea ajunge la o generalizare 
a teoremei 2.2. 

Să considerăm un sistem de forma 


dz 
— = Az+IfU) £(0) = 0, 
di 
unde y este un vector. Putem presupune fie că y = ge (2), fie că sistemul 
mai conţine o ecuaţie a! = g(z,y). 
z 


Să presupunem că am reuşit să demonstrăm că pentru orice condiții 
iniţiale (0, yo) avem | y (î)| < Y (o; yo), unde y > 0 cînd | z| +ly|>0. 
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Presupunem că matricea A este hurwitziană. Atunci va rezulta o evaluare 
de acelaşi tip şi pentru z (î). Într-adevăr, avem 


z(î) = ett-ti z(t9) + ) e4-* f [y (5) Jăs. 
Fie 
A (o 390) = Sup f(y) li: 
[ul SS Y (e. ve) 


Deoarece f (0) = 0, rezultă că 


A (o Yo) > 0 cînd |z| +ly|—-0. 


Avem 
t 
20| < Ey ect a] Ea e-toto aaa, y)de < 
“te 
< Ela + E (2 90). 
Ko 
Dacă în plus 
lim y(î)=0, 
t— ao 
rezultă 
lim z(t)=0, 
lo a 
căci 
t 
2001 <E, la +b E core fly (5) da 
«lo 
Şi 


, | eko*| f(y (s)) | da 
lim eo |f(y (8)) | de = lim ep = 


t— 00 jJto eko' 
Kgt 
— tim fu (d) | 
i => ao Ko eKat 


= tim | f(y (0) =0. 


Rezultă de aici că pentru a obţine stabilitatea asimptotică în mare 
este suficient să fie puse în evidenţă proprietăţile corespunzătoare ale 
lui y(t). Aceste proprietăţi sînt puse în evidenţă arătînd că există trei 
funcţii continue, nule în origină, primele două monoton crescătoare, 
astiel încît 


alibi dUyhar<ezallgal)- 


Într-adevăr, dacă o asemenea inegalitate are loc rezultă în parti- 
cular 


a(1y|) <e(lz1,ly%ol) 
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şi deci 
Iy(£)| <a(e(lz lol). 
Tot din această inegalitate rezultă 


(ou y Dat <e(l 201,1). 


«0 


Pe de altă parte am văzut că rezultă 


lz(0| < B(z1,lyl) 
deci 


dz 

PERS, e ac Z 

54 xl 20519) 
deci în orice caz 


— 


d 
| Y| < azi, lol). 


Din convergenţa integralei rezultă atunci 
lim y(î)=0. 
t— ae 


Să observăm că dacă există o funcţie Liapunov se poate întotdeauna 
obţine o inegalitate integrală de tipul considerat. Într-adevăr, din 


a(ly|)<Y(i, y)<o(z,ll),  < — e(1y]) 


ezultă prin integrare 
ț 
Yi, y)—Y (0,y0)< aj e(ly Dat, 
C) 
deci 
[4 
ag <3(lzablD | e(ly d: 
0 


sau 


a(ly|) +eusae <d(lz,lwl). 
0 


Metoda lui V. M Popov de obţinere a inegalităţii integrale de forma dorită 
este următoarea. Se consideră o funcţională pătratică x (7) în y pentru 
care se caută pe de o parte evaluări inferioare de forma a|(y|) + 


ţ 
+| b(Uy])dt+S5( zl], yo), pe de altă parte o evaluare superioară de 
0 


forma, e (| 49|; 1%o |). Pentru obţinerea evaluării superioare se foloseşte 
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transformata Fourier. Întreaga artă legată de aplicarea metodei constă 
în alegerea convenabilă a funcţionalei x (7). 
Vom considera sisteme generale de forma 


dot By, fo, 2=u0+ Dig. 
Facem schimbarea de variabilă z' = Az + By, y' =y, 2 =, 
Obţinem 
da' dz dy i dy' 
d PP di cd roza + Bila a It) 
2 = O0,(AA' — A'By')+D,y. 
Suprimînd indicii şi accentele, scriem sistemul sub forma 


d d 
E = Aa + Bf(2), 3 = f(2), z=0a+ Dy. (6) 


Vom presupune că matricea A este hurwitziană, iar D nesingulară. 
Căutăm condiţii care să asigure stabilitatea asimptotică în mare, oricare 
ar fi funcţiile f(2) de forma (f;(2,)) verificînd condiţiile 

d, zi <f(2)2, < (hu — d; )zi, 
unde 5, &, h, sînt numere pozitive date. 

TEOREMA 2.6. Presupunem că există matricele P, Q diagonale cu 
următoarele proprietăţi : 

1) elementele matricei P sînt pozitive sau nule ; 

2) dacă un element de pe diagonala lui P este nul, elementul cores- 
punzător al lui Q este strict pozitiv ; 

3) PD este o matrice simetrică, PD <O; 

4) fie P, matricea diagonală cu elementele h,, 


G(i0) = P(Fi — O0(io E —A)1B—Q [04 (io B—A4)1B+D + 0B] 


H(io)= 216 a) +6 (ia) 8 = lim H(io)= 


— PR! 2 [9 (0B+D) + (B*0*+D")Q"]. 


Presupunem H (îi o) > 0, 3S>0. 

Atunci, soluția banală a sistemului (6) este asimptotic stabilă în mare, 
oricare ar fi funcția f din clasa considerată. 

Vom arăta mai întîi că din ipotezele făcute rezultă că matricea D 
este obligatoriu hurwitziană. Fie 
P= n o) , D= 2 1 Fă » PD= p ir ; PDtrebuiesă fie simetrică, 

0 0 Da Di 0 0 
deci P, Da =0. Deoarece P, e  nesingulară, rezultă D, =0. De 
aici se deduce că valorile proprii ale lui D sînt cele ale lui D, şi Da. 
Din PD<0O rezultă P, D.<0; dacă există uoF0 astfel încît 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATĂ 199 


P, D 49=0, rezultă D, 49=—0, deci D, este singulară, deci D este singulară, 
ceea ce am exclus. Rezultă P, D, < 0. Funcţia V —— (P, D.(Di u), Di) 


este deci negativ definită, iar derivata ei în virtutea sistemului 


i = Du este 
di 


(P, D, (D." u), Di D, u) = (Puu), 


deci este pozitiv definită ; rezultă că D, e hurwitziană. Considerăm acum 
matricea 


3 


0 a az) 


deoarece H (0) > 0 rezultă H, > 0. Avem 
H(0) 2 (G(0) + G* (0), G(0) = P [Ps + O4-18]+ 


+Q [OB — D —0B]= P[F+' + 0A'1B8]—QD. 


Dacă 
(0) = [5 =) 
Ga G, 
rezultă, ţinînd seama de forma lui P, că 
G, = — 0, Du 
unde am notat 
0 
Q = ui ) 
0 9 


Rezultă, 
1 z 
H, = — 2 (Q4 Da + D, Q,). 


Conform ipotezei, Q,>0, deci p=—2 (Q4, », v)este negativ definită; 


derivata ei în virtutea sistemului i = Dv este — (H 9%, 2) deci pozitiv 


definită, deci D, este hurwitziană. 
Deoarece matricele A şi D sînt hurwitziene, există matricele sime- 
trice negativ definite M , şi M, astfel ca 
MA +A" M,=E, M,D+D'M,=FP. 
Funcţia V = (M, &, 2) + (M2y,y) este negativ definită şi derivata 
ei în virtutea sistemului 
2 = Az + BP (02 + Dy), su = PF (02 + Dy) 
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este 
24 = (M, (4z + BPCa + BPDy), 2) + (M, z, Az + BFCa + BPDy) + 
+ (MaF (Ca + Dy), y) + (May, F(0Ce + Dy)) = 
= ((MA+A*M.) a, 2)+((M2PD+D*FP"M2)y, y)+-(MFB(Ca+Dy), 2)+ 
+(4, 2, BP(0a + Dy)) + (MP Ce, y) + (My, PO2). 
Luînd F = e B', rezultă 
dV 


ap (bt (pre T(z,9), 


unde am notat 
T (z, y) = 2(M, B(Ca + Dy), 2) +2(M, Ca, y). 
Avem 
| Z(z,y)|<a(z,2)+blzl pl, 


deci 
d Y p. 2 2 = 


eg b2 ) 


tz DL: [1 — | 
că a (zi az) + cats 1 — cea) 


Se vede că pentru e, suficient de mic, = e pozitiv definită, deci 


soluția banală a sistemului 


e Ai e B(0Ca + Dy), Le A Ey (0z + Dy) 
di dt 
este asimptotic stabilă ; punînd 2 = Cz + Dy, avem 
d 
d A 8 C(Az + e Bz) + Dey2=0CAz-+re(0B + D)z 


di di d! 
deci soluţia banală a sistemului 
= = Aa + e Bz, iși = 0CAz-+e(0B + D)z 


este asimptotic stabilă deci matricea 


şi €o B 
CA e(0B-+D) 


este hurwitziană pentru e, suficient de mic. 
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Considerăm matricea 
A BP 
pri Pe 
Vom demonstra că această matrice este hurwitziană pentru toate 
matricile diagonale P'>0 cu elementele diagonale mai mici sau egale cu P;. 


Dacă afirmaţia nu ar fi adevărată ar exista o matrice 0 </P, <F, 
astfel ca matricea 


Ș BF, 

CA (0B-+D)F, 

să aibă o rădăcină pur imaginară îw, deoarece pentru P =—e, E' matricea 
este hurwitziană. 


Avem 
det ( 0 a” BP = 
— CA(A —AB)! au) CA (CB-+D)P—AE' 
i ai pei BP = 
0 [—0CA (4A—1E)-14+0B-+ D]P—AF' 
E * — AB BP ) 
OA (0B+.D)P—AP' 
Pentru F=FP, A =, rezultă 
dei | e BF j=o. 
0 [— CA (4 —1w 82) 1B+0B+ D]Po — to E 
Cum 
det (A —1î o, £)-£F0 
rezultă 


det ([— CA(4 —io, BVIB+CB+DIF,—i 0E)=0. 


Pentru «w, = 0 se capătă det DP, = 0, ceea ce nu se poate. 
Fie 9 £0. Avem 


A(A —î0E)1B=Brio(4—ioE)LB 


căci din 
(A —îoBE)(A —îoBhyIi=H 
rezultă 
A(4A —îoB)—fjop(4—toB)Ii=E, 
deci 
A(A —sîoB)I=B+iog(4—îo E). 
Rezultă 


CA (4 — o B)1B=0B+ioC(4 —io, E)18B, 
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deci 
— O0A (A—î o, BEyV1B+O0B= —i op 0(4 —io B)1B, 
deci 
det ([— îop C(A —îoE£)1B+ DD] —îoB)=0 
sau 
det [—i 09 C(4 —îo BB+ D—îoFo']=0, 
deci 


det oa _î co BB+ Pi ——L- | —0. 
109 
Există atunci un vector 2, =£ 0 astfel încît 


joc — io BB+! —- Da 20; 


4 9 
deci 
[î oo C(A —i0,B)1B + io Fo" — Dl =0 
sau 
[OA (4 —îio0,B)1B—0B—D+ioFo ]z=0. 
Rezultă 


Ioa —î cp By UB Pai = 0] SI 
49 
— Q[— 044 ia BI B+ 0B+D]+ i os QF9: la =0. 


Cum prin ipoteză H (î w,) > 0, rezultă (H(î oo) 20; 29) > 0. 
Avem 


G(î c0)2, = PFs "a, — PO(io, E —A)1 Ba — Q [OA (io E — A)V1B + 


+ CB + Dla = PE5! 2 — PPS 2, + —L- PD a, —î 0,079! 2, 
i 9 
G*(4 00) 2, = PPa 2, — PPS a, — —L- PD, + io, QFs! 
1u) 
deci ” 
(P(P5 — Fo ko 20)>0. 
Dar O<F,<F,, Fe >Fi, 
deci 
Fu —Fo <0, 
deci 


(P(Pi — Fo )zo, 20) <0. 


Am obţinut o contradicţie, deci matricea e hurwitziană pentru orice 
9<P<EF,. 
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Vom lua în particular / =, unde elementele lui PF, sînt = d, 


pentru acei î pentru care q,>0 și h; — = 3; pentru acei $ pentru care 


4; <0. Considerăm sistemul ajutător 
2 = 40+ BFua, « =Ppa,  2=00+.Dy 
sau, echivalent, 


= A2+ BF, 2, e = CAz+ (08 + D)F,z. 


Conform celor de mai sus, acest sistem are soluţia banală asimptotic 
stabilă. 


Fie acum z(î), y(î), z(î) o soluţie a sistemului (6). Considerăm 
soluţia z (î), y (î), 2 (î) a sistemului ajutător definită pentru t > 7 prin 
condiţiile 2 (7) = z(7),y (7)= y(7), 2 (T) = 2(7). Definim funcţiile 


|z(î) pentru 0 <t< 7, 


20 = 
) pentru 7 <I, 
3 (0 = eh pentru 0 <i<7, 
y(i)pentru 7<t, 
z() = ph pentru 0 <ti< 7, 
2(î) pentru 7 <t. 
Funcţiile z(î), y(!), z(î) verifică (exceptînd punctul t = 7), siste- 
mu 
= 43+ Blat, Sr, î=00+D3 
unde fat) = php pentru O<i<7, 
F, 2() pentru 7 <i. 


Deoarece matricea sistemului ajutător este hurwitziană, funcţiile 
Z, y, 2 descresc exponențial la infinit, deci admit transformate Fourier. 


Fie 
(7) = N (0, PE Dy — Pi fr(0)ăt+ cab Uzt0, fra + 
-. i T 
+ Uz, Qawar=| (fo, Pre zi par + 
+, Pe-Pir Dă Urtb, PDpattea(" Grota) ă+ 


Ea | ve) Q2) dt + (Paz, Qi). 
0 TȚ 
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Din F, < F, rezultă 


FF, <E, 
deci 
(F, 2, P(—F, F,2)>0. 
Din 
d î _d 
(PD, p =2(PD3, zi =2(PD9, fn) 
rezultă 
90 ŞI i eo d _ Ps (--] 
— (Un Pop = — (a (PD9 pă = (PD, 9)|” = (PDyo so) 
0 2 a 0 di 9 
căci 
lim y(t)=0. 
t— ao 
Mai departe 


* Se l(e d at. raita 1 ze 
N (£, 2, Qa= 2 În a (Ped a gi 02) 


ao 
T 


= — 2 2(7), Q 2(7)) 


lar 

( (Pez, QDăt= 2 (Pe(D), Q2(7)) — 1-(Pe 2 0 20) 
deci 

( (F, 2, Q2) di = — N (F, 2, Q2)di — Z, 20 020); 
deci i ! 


L-) A T 
| (f-(0), Qă(0a = | (f(2) — Pe, Q2)dt — 7, 20, Q20) = 


2 (7 
=| Ute)— Paz, Qdz)— 207 20 Q2) = 0 (7) — 0 (20)— 2(Pezo, Qza), 
iile am notat 
(2) = j (f(2) —P, 2,0 d2)= Șa, y (fil) —fiu) du. 
0 4 1] 
Să ne amintim că dacă q; > 0, f: = a, şi cum ui, (4) — d; up 0 


rezultă că pentru aceşti 1 avem 


q, |. (fil) —fi du >0; 
0 
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dacă gq; < 0, atunci 


1. 
fe = h; _ 9 d, 
şi deci 
uLfi (4) — fa ul<0 
deci 
(atu) — fu) du <0 
. 0 
deci din nou 


a it) — fu) au >0: 


Rezultă în orice caz O (2) > 0. 
Ținînd seama de calculele de mai sus deducem 


(PD > (0), Pe Pi P0)a+ 2(PDus vo) + ce | Ut fe(t))dt+ 


1 
+ O(2(7))— O(2) Sa 20 (020)- 
Transformînd pe x(7) prin aplicarea teoremei lui Parseval din 
teoria transformatei Fourier, deducem 


(D= 


TU — 00 


(m PO—Dy — Ps În)do + | (Înfz)do + 


—00 


A e ee 
Ra (fr Q2)do, 
2.7 „—c0 
unde A este transformata Fourier a lui f m 2 transformata lui 2, ya lui 
y, za luiz. Din 
da SE 
— = Az-+B 
E + Bir 


deducem 
io 2 — ay = Az+ Bi. 
unde z este transformata Fourier a lui z. 
De aici 
(io E — 4)2 = 29 + Bin r=(io E—A)ie + (io E — A) Bia. 
Din 


dy __ 
d Je 
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rezultă 
10Y — Yo = 
deci 
ae i] d a 
J =—— Yo F— Ja 
40 44 
Din 
2 = 0z + Dy 
rezultă 
2 = 02 +Dy 
deci 


Z= O(ioB —4)1a + Oli E — A) Bf -L- Dy, + ÎL DȚ,. 
(IO) LI) 


+ Dy9 + 7) faiasa 
ad (În, P(0(io E— A) + O(ioB — A) Bia — 


— pi În) do + za Ge Îndo + G-, Qlio O(io BA) a 
1-00 PSR 2 re 


ți O(io E — A) Bfa + Dyg + Dfe—2)do = 


a apă (În, [— PO(io BE — AY B+ PP! + 
TU J-—ao 


+ Q(io 0(4 — io By B—Dlfr)do + 
+ ai Ge Îndo + 3 (Ge, Las + Myo + Vado = 
Lcd INSA 2 7e 


= G, Gf)do+ sa (Fe, În)do + 
T |_a 2 7e 


4: a (În, La + My + Nz)do. 


Deoarece x (7) e reală, rezultă 


D= — za (fe, (H — ee E')fp) do + 
TE J—ao 


1 (e  — ao = 
+ 324 Lat ok Nadăo+ LV (Lat Myo + Vo, În do. 


«/—Q0 
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Deoarece H (tu) > O şi lim Hi 4) > 0, rezultă H (î e) > «2 E'. Alegînd 
lol 
pe e, suficient de mic, rezultă H (4 w) — e E' > O, deci putem scrie 


H(4o0)—eE' =K(o). 
1 — FE 
D= — af (E — EL + My + N), Efs— K(La + 


+ My, + Na))do + î (EL a + Mu, + Na), K(La + 


+ Myo + Na))do. 


Convergenţa ultimei integrale rezultă din faptul că termenii de sub: 
integrală se comportă la infinit ca = + Deducem de aici 
4 


ai 80 
(DD) < 22 (EL + My + Na), K-(Lae + My + Na0)) do. 
'Ținînd seama de evaluările obţinute anterior avem 


| ue); Pee— Ps fo)ăt+ (PD, sa) tel Ce) fepa+ 


+ o (2(7) —0 (20) — 2 (Pe ze, Qz) < vo |, lol lzs]) 


sau 


o (2(7)) + | vote —Fs f(2)) + eo flz))dt <e(lol + lz|]). 


Avem 9 (2) >0 și (f(2), P(z—F, f(2)))>0. 
într-adevăr, din 35, 2; <z,fi(2;) < hiz rezultă că pentru 
2; > 0avem 56,2; <<]; <h2 Și 2; — d > 0 deci ; 2 — „hi > 0, deci, 
$ 4 


cum f; > 0, rezultă pif; ( — 1) >0; pentru 2, <0 avem A, 2 < 


<f; < 82, deci 2, — al < 0, deci p; (2 1) < <0, deci, cum în acest 


caz f; <0, rezultă din nou pf; (2. „tf 0. 


Fie acum 


a(r)= int O (2) b(r)= inf E (fa), P(z— Ps f(0)) teo), f(2))1. 
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Avem 
e(2)>a(l2]), (f(2), Pe —Fi "f(2)) + cof(2)>b(lz]) 


deci inegalitatea obţinută se poate scrie 
T 
a(z(D)1)-+h Buze) Dă < e zal+lz)). 
„0 


Dar am văzut mai sus că o asemenea inegalitate implică stabili- 
tatea asimptotică în mare. Cu aceasta teorema este complet demonstrată. 

Să observăm că această teoremă generală poate servi în studiul 
stabilităţii sistemelor de reglare cu mai multe organe regulatoare. 


8 4. STABILITATEA PRACTICĂ A SISTEMELOR CU ELEMENTE DE TIP RELEU 


În încheierea acestui capitol vom prezenta un rezultat care apar- 
ţine tot lui V. M. Popov, relativ la sistemele de reglare care conţin elemen- 
tele de tip releu. Acest rezultat prezintă interes teoretic şi din cauză 
că este un exemplu de modificare a noţiunii de stabilitate; așa-numita 
stabilitate ,„practică” sau eg -stabilitate care se introduce cu acest prilej 
se poate dovedi utilă şi în alte probleme. 

DEFINIȚIE. Soluţia banală a sistemului se numeşte Eg-stabilă dacă 
pentru orice e > e; există 5 (e) > 0 astfel încât |y(t9)| < 8 (=) să implice 
ly(£)| < e pentru t> to; eo-stabilitatea este asimptotică dacă în plus există 
T (m, «) astfel încât co < ly(b)l<n şi t>to + TD (m, e) să implice 
ly(î)] <e (din nou < > co, 1 > £o). 

Se vede că această definiție diferă de aceea obișnuită a stabilităţii 
uniforme prin faptul că funcţiile 5 (e) şi 7 (v, e) nu mai sînt definite pentru 
orice < > 0 ci numai pentru e > eg. Justificarea acestei definiţii constă 
în faptul că în practică valorile suficient de mici pot fi considerate nule, 
deci nu este necesar să putem asigura ca |y(t)| să fie oricît de mic, ci 
numai mai mic decît niște valori convenabile. Este ușor de văzut însă 
că pentru sistemele liniare această definiţie nu reprezintă o slăbire reală a 
noţiunii de stabilitate după Liapunov. 


PROPOZIȚIE. Dacă există V(y)cu a(ly |)V(y)s<b du, E < —e(1y|) 


pentru e <ly | no atunci soluţia banală a sistemului este «a - asimptotic 
stabilă, e. =—a 1[b(<,)]. 

Demonstraţie. Fie 5(e) = b ![a (<)]; funcţia a(r) e definită pentru 
pr >> e, deci 8 (e) e definită pentru e > e. 

Dacă e >e, rezultă a(e)>a(e2)=—b(e,) şi 5(e)=b 1[a(e)]>a. 
Fie |y (î0)|]<5 (=); dacă |y (î)| rămîne mai mic decit e, atunci, evident, 
ly(t)| << pentru t> to. Putem deci presupune că există î, astfel încît 
e < |y (th) | <58(e) şi dacă t, > to pentru tp Si <t avemly(t)|] < e. 
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Rezultă pentru t>t, 
a(ly(î)])-<Y (y(t)) <Y (y(t)) <b(ly(t)|) sc b(5(2)) = a (e) 
deci 
Iy(t)|<e. 
ERE > ea Şi fie e <|y(to)| <m- 
e[8()] 


Arătăm că în intervalul [i, to + 7] există i astfel încît |gy(t')| < 
< 8(e). Într-adevăr, dacă am avea |y (î)| > 3 (2) > e ar rezulta 


Fie acum 7(n,e)= 


dV 

PP < — e(ly|) <—ce[5(2)], 
deci 

V[y(0)] — V[y(o)] < —e[ă(e)](t — to), 
deci 
VIy(to+ Pol—V [y(to)] < —c[5(e)] P= —b(), 
deci 
V[y(to + 20)] <Y [y(t0)] — b(n) <b(ly(t)1) — b(m) <0, 
căci 
|y(î)| < m. 
Dar 


V(y(to + Zo)) > a(ly(to + 7o)l)>a[3(=)] 
şi am ajuns la o contradicţie. Rezultă 


ly(t)| < 3(2), 
deci 


ly(î)] <e pentru t>t, 


deci în orice caz pentru î > î9 + 1. Propoziția e demonstrată. 
Să considerăm un sistem de reglare automată care conţine un singur 
element neliniar, descris de sistemul de ecuaţii diferenţiale 


CO pe da) ie di NE ia z) — pf(6) + ro, (7) 
di di 
unde f (6) verifică următoarele condiții : 
(6) ep pentru o > 5, 
— a p<f(o) Cp pentru |s| <3, 
f(o)<L—p  pentruo<ă. 


Vom spune că o funcţie f care verifică aceste condiţii aparţine clasei 
C,. 8,ae 
Vom presupune în cele ce urmează p > 0. 
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Luînd f (o) = ho se obţine sistemul 
00. Ppriiparitițiă, 
di 


=, z)—pho-+ro. 


Matricea acestui sistem va fi 


E hk+l 
b —ph-+r 
şi va avea ecuaţia caracteristică 


dei hhk-+l J-o 
b — DhĂ+r—A 
sau 


de( / + nae( e h j=o 
b P—A b — 9 


ceea ce se poate scrie sub forma 
Q(0)+hPQA)=0. 


TEOREMA 2.7. Dacă ecuația P (1) = 0 are rădăcinile cu părți reale 
negative, atunci pentru €o; mo» & dați se pot găsi po; 3o, astfel încît dacă 
FE Cosău. să aibă loc proprietatea de cg-stabilitate asimptotică a  sis- 
temului (7). 


Demonstraţie. Facem în sistem schimbarea de variabile 7 = pz + 
+ ko, care e inversabilă deoarece p 7 0. Considerăm vectorul r=(0) Avem 
O 
dn dz 


= pu =p Bo+pkfl(o)+plo+k(b, 2) —kpf(6) + kro = 


= B(n— ho) plot ro + tb |n ko) =(B+ 5 nt 
p p p 


+ [pir — Be — 19 blo = Am + mo 
D 
unde 


A=Bu ro 
p 


49 —6, —pfto)tro= Lb, n— ko) —pf(o)+rs= 
af PD 


= (a, n)—2pf(o)+r'o. 
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În definitiv, 


dn do ? 
—— = AMF mo, —— —a0 — 6)-+r'o. 
di L/ 3 PȚ n — pf (0) 


Ecuația caracteristică a matricei A este 
det (B— E + 1 pps) = 0. 
p 
Să observăm că 


ad B—aB+Lhb ÎL 
PN) = det | J=z det p p |_ 
b —9p 0 


= (—1)" p det (2 18 + or) | 
p 


Rezultă că P(1) = 0 este tocmai ecuaţia caracteristică a matricei 
A, deci condiția din enunţ i Aia că A e hurwitziană. Există deci o 
matrice P> 0 astiel încît PA + A* P=N,cu N<0. Alegem V = (Py, ))+ 


+ 2 s2; rezultă V > 0. Mai departe 


A 22, 1] + [Pn, + o =(Pldn mon) + 
+ (Pn, An + mo) + oa? n —pf(o) + r'o) = ((PA + A" P)n, n)+ 

+ 2(Pm, n)o + (a*' n)o —pof(5) + r'o2= (Nr, n)+ol(v, 6) —zpflo)]; 

am pus 

(7, î)=2(Pm, mn)+(a, n)+r'o, 


„fine 


deci 


? 


7 
Din N < 0 rezultă 


(Nu, n)<L—elnl?. 


Deoarece V este o formă pătratică pozitiv definită, există constantele 
ay Și b, pozitive, astfel ca 


a9|î|*<V(n, o)<blGI. 
Fie Ms = 09 €5, No =, 


Considerăm domeniul | Re | CI oa 
(1) 


“9 


Dacă în acest domeniu |o|-< > |, atunci |%| >> = 
1) 0 
deci există u > 0 astfel ca (Ny, n) <L-—u. 
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Fie acum v astfel ca | (y, &)|-<v pentru ( astfel ca / i E ii IE că) a 
0 


no. Alegem pe = Sa + A), A>0 arbitrar, 
p 


i u(1 — A) 2 | Me 
do = min | gt [1 rai FA)? 
Se vede că po şi 3, depind de M,, no, «, decide eg, 7, «. Deoarece 
D > 0, rezultă op. > 0. Fie |o| > 8. Rezultă 
dV 


ET = (Nm, n)—zpof(o)+o(y, 3) <(Nn, n)—plollf(o)l+vlsl. 
Dar pentru |6| > 8, avem |f(6)| > po deoarece fE Cea,.a 
Rezultă 

Plf(o)l>vy(U1 +A), plf(o)| —v>vA, 
deci 


aV 
a (UN ) — A 
d; (Nu, )—vyvAlol| 


M 
| e citi, lo| > 8. 


Fie acum |c| < 8. Rezultă 
dV 
Fit bu n) + do(v+ pape) 
căci f€ Co. a,.a. Dar 


v+Dapo=vhravthr-avA=v(l+a(14+A4A)) 


dacă 


şi cum 
e alora (ES 
2v(1 + (1 +A)) 
rezultă, 
1—A 
(0 papa) = ovi aţa ra O 
deci 
dV : A 
— < (N PP ——, 
di (Nu, n) + 2 
Ms 
Dar &-< Ie, deci |o |-< 3, implică |o| < 3 1 || Xe „, deci 
AIE mall au. 


N << —u, deci — < — A 
(Nm, m)-< 4; di 2 2 
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= SEI. Să apli- 
0 


În definitiv, 4 < — e(|% |) în domeniul || 


căm acum propoziţia demonstrată mai sus în care 


ae sooo, aan, ain= 
Atunci 


M M 
b (e) = bo N = Mo, aa! 2 (e9] = || 20 = a. 


Conform propoziției precedente rezultă e,-stabilitatea asimpto- 
tică deci eg-stabilitatea asimptotică și teorema e demonstrată. 

Observaţii. 1) Proprietatea de es-stabilitate nu presupune numai- 
decit că sistemul admite soluţia banală. De aceea nu este necesar să pre- 
supunem că f (0) =0. 

2) Cazul releelor ideale se obţine dacă 5, = 0 şi se vede că avem 5, = 


— 0 dacă luăm e, = 0. In acest caz rezultă deci stabilitatea asimptotică 
în sensul obișnuit. 
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CAPITOLUL Ill 


TEORIA OSCILAȚIILOR 


Din punct de vedere matematic, teoria oscilaţiilor conţine problema 
existenței și stabilităţii soluţiilor periodice ale sistemelor de ecuaţii dife- 
renţiale. Se numesc, în mod uzual, oscilaţii liniare soluţiile periodice ale 
sistemelor liniare. 

Soluţiile periodice ale sistemelor liniare cu coeficienți constanţi 
sau ale unor sisteme neliniare care nu depind explicit de t se numesc uneori 
oscilaţii libere ; cînd în membrul al doilea al sistemului mai apare o funcţie 
periodică de t, oscilaţiile corespunzătoare se numesc forţate. În ultima 
vreme se studiază tot mai mult problema existenţei soluţiilor aproape- 
periodice. 

În cele ce urmează vom prezenta unele fapte fundamentale relative 
la existența soluţiilor periodice şi aproape-periodice la sistemele de ecuaţii 
diferenţiale ordinare. 


$ 1. OSCILAȚII LINIARE 


Să considerăm sistemul 


dr 
= A4A(De+Ţ0), (1) 
di 
unde A (t) şi f (î) sînt periodice de perioadă o. 

TEOREMA 3.1. Condiţia necesară și suficientă ca pentru orice funcţie 
periodică f(t) de perioadă «w sistemul (1) să admită soluţii periodice de peri- 
oadă « este ca sistemul omogen corespunzător să nu admită alte soluţii perio- 
dice de perioadă «w decât cea banală. Dacă această condiţie este îndeplinită, 
soluţia periodică a sistemului (1) este unică. 

Demonstrație. O soluţie a sistemului este periodică de perioadă w 
dacă și numai dacă z(w) = 2 (0). Dacă soluţia este periodică, această 
condiţie este evident verificată ; dacă această condiţie este verificată, 
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soluţiile z(î + «w) şi z (î) coincid pentru 1 = 0, deci, pe baza teoremei 
de unicitate, coincid pentru orice t, deci z(t) e periodică de perivadă cw. 


După cum am văzut în capitolul I, soluţia generală a sistemului (1) 
se scrie 


z(î; 2)= U() zf C(t, s) f(s) ds. 


Reamintim că U(t) = C(t, 0) gi că C(f, s) este matricea care are 
drept coloane soluţiile sistemului omogen, astfel ca C(s, s) =. 
Rezultă 


(o; 2) = U(o)z + oto; s)f (5) a. 


Condiţia de periodicitate a soluţiei se serie 


L(o; 20) = do, 
deci 


za = Ulo)za th 0to, Drs) ds 


Sau 
[E — U(o)lz = Ole, s)f(5) âs- 


Condiţia ca acest sistem să permită determinarea lui 1, oricare ar 
fi funcţia f, se scrie: 


det [E — U(o)]=F0. 
Aceasta înseamnă însă că ecuaţia 
U (0) 2 = 2% 


nu are altă soluţie decit a, =0. Dar U(t)z, este soluţia generală a 
sistemului omogen şi condiţia 
U(c) 2 = 2% 
reprezintă tocmai condiţia de periodicitate pentru soluţiile sistemului 
omogen. Condiţia 
det [E — U(o)]£0 


este deci echivalentă cu cererea ca sistemul omogen să nu aibă alte 
soluţii periodice de perioadă w, decît cea banală. Teorema e demonstrată. 

PROPOZIȚIE. În condiţiile din teorema 3.1 soluţia periodică unică a 
sistemului (1) se poate pune sub forma 


a =f eu or as 
unde 
G(i, s)= U()LE—U(o)]1U-1(s) pentru Os 
G(t, s)= U(t+o)[E—U(o)] 1 U-1(s8) pentru 0 
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Demonstraţie. Dacă z, este valoarea inițială a soluţiei periodice a 
sistemului (1), avem 


20 = [E — Udo): ode s) f(8) as. 


Soluţia periodică se serie deci 


z(0) = UWE — Utorif ode, s)f(5) âs + ) Olt, s)f(s) da. 


Dar 
C (i, s) = C(, 0) 0(0, s) = U(1) U-1(8). 
Rezultă 
z(î) = U(D LE — U(o)]"1Ul(o) | U-1(3)f(8) ds + vol U-1(s)f(s) ds. 


Putem serie 
20 = au rio as 


unde 
G(t, s)= U()[E—U(o)]1U(o)U 1(8)+ U(0)U 1(s) 

pentru 0<s<i<ou, 

G(t, s)= U(WD LE — U(o)] 1 U(o) U-1(s) pentru 0OcLi<s<o. 

Aceste formule pentru G (î,s) pot fi aduse la forma din enunţ obser- 
vînd că 

U(î) [E — U(o)] 1U(o)U 1(s8)+ U(t) U-1(8)= 
= U((E — U(o)]1U(0)+E)U 1(s)= U()[E— U(o)]"U 1(s) 
căci din 
[E — U(o)]I[E — U(o)]=E 
rezultă 
[E — U(o)]:—[E—U(o)]!IU(o)=E. 
Din relaţia 
[E — U(o)]I1[E—U(o)]=[(E—U(o)]LE—VU(o)l! 
rezultă 
[E — U(o)]!U(o)=U(o)[E—Ul(o)]! 
deci 
U() [E — U(o)]1U(o) U-1(8)= U(0) Ul(o) [E — U(o)]1U-1(s)= 
= U(t+ o) [E— U(o)]1U-1(8). 
Propoziția e demonstrată. 
Să observăm că din această propoziţie rezultă pentru soluţia perio- 


dică evaluarea | z(t)| < M sup |f|, unde M depinde numai de sistemul 
omogen. 
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TEOREMA 3.2. Dacă sistemul omogen 


dz 
— = A(bz 2 
ji (t) (2) 
admite soluţii periodice de perioadă w, atunci sistemul adjunct 
dy 
= —yA( 3 
Ep yA (1) (3) 


admite același număr de soluţii periodice liniar independente ca şi sistemul 
(2). Condiţia necesară şi suficientă ca sistemul (1) să admită soluţii perio- 
dice este ca f să fie ortogonală pe soluţiile periodice ale sistemului (3), adică 


(pfar=0, ea... 


“0 


Vi5- --> 9% fond soluţiile periodice liniar independente ale sistemului (3). 
Demonstraţie. Dacă sistemul (2) admite soluţii periodice, există ze 
astfel ca 


U (ce) Lo = o. 
Am văzut în capitolul 1 că U-1(1) are drept linii soluţii liniar inde- 


pendente ale sistemului adjunct ; soluţia generală a sistemului adjunct (3) 
se scrie 


Y(î5 90) = yo Ut). 


Condiţia ca această soluţie să fie periodică de perioadă « se scrie 
tot sub forma 


Y(oe; Yo) = Yo 
deci 


Vo U 1(c) = Yo, 
sau 
Jo = Yo Ul(o).- 


Trecînd la transpuse obţinem sistemul 
U'(0)yo = Yo: 
Dar matricile U(w) —F şi U'(o) — E au acelaşi rang, deci sis- 
temele 
U (6) 2o = o 
Şi 
U'(0)yo = 
au acelaşi număr de soluţii liniar independente. 


Aceasta înseamnă însă că sistemele (2) şi (3) au acelaşi număr de 
soluţii periodice de perioadă « liniar independente. Condiţia necesară şi 
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suficientă ca sistemul (1) să admită soluţii periodice de perioadă « este 
ca sistemul de ecuaţii liniare 


E — Vo) = | Oe afle) ds 
1) 
să admită soluţii. Să presupunem că sistemul admite o soluţie periodică. 


Fie y (1) o soluţie periodică a sistemului (3) ; să înmulţim egalitatea de mai 
sus cu Y (0). Avem 


y(0) [E — U(0)]z, =y (0) Ă U(c) U-1(5)f(5) ds. 


Dar am văzut mai sus că dacă y (î) e soluţia periodică a sistemului (3), 
atunci 


y (0) =y(0) U(o) 


deci 
y (0) LE — U(o)]=0. 
Rezultă şi 
y(0) [E — U(o)lz,=0 
deci 
„O Uto) U-s)fts) ds =0 
e O 
sau 
(0) U(c) U-1(5) f(5) ds =0. 
Dar Ă 
| (0) (0) =y40) 
ȘI 


y (0) U (8) = (3) 
deci condiţia devine 


| vers) as=0 


şi am demonstrat că cererea din enunţ e necesară. 
Să presupunem acum această condiţie îndeplinită. Rezultă că 


a Vo) Us) f(s) as=0 


«0 
pentru toate soluţiile y, ale sistemului 


Jo = Yo Ul). 
Rezultă că sistemul 


YJolE —U(0)]=0, yvUl(o) Y U-1(s)f(3)ăs=0 
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are acelaşi număr de soluţii liniar independente ca şi sistemul 

Yo LE — U(o)]=0 
deci matricea E — U(w) şi matricea extinsă la care s-a adăugat coloana 
U (o) U-1(s) f(s)ds au acelaşi rang. Dar conform teoremei lui Kronecker - 


«/0 
Capelli, aceasta este suficient pentru ca sistemul 


[E — U(o)lz =| Vo) U-1(5)f(5) ds 


“ 


să aibă soluţii şi teorema e demonstrată. 

În cazul cînd condiţia de ortogonalitate din teorema 3.2 nu este 
verificată, sistemul (1) nu admite soluţii periodice şi are loc fenomenul de 
rezonanţă : toate soluţiile sistemului (1) sînt nemărginite. 

TEOREMA 3.3. Dacă sistemul (1) nu are soluţii periodice, afară de 
soluția banală, atunci toate soluţiile sistemului sâni nemărginite. 

Demonstratie. Dacă sistemul (1) nu admite soluţii periodice, există 
o soluţie periodică de perioadă w a sistemului (3) astfel încît 


(yoroazo. 
+0 


Notind cu y, valoarea iniţială a acestei soluţii avem 


| Yo LE — U(o)]=0 
și 


ya Y Vf) adio. 
0 
Fie z (î) o soluţie oarecare a sistemului (1). Avem 
z(0 = Ut) 200) + 0 nfs) as= Uw|z0o + U-1(5) fi) de], 
« 0 0 
deci 
z(0) = U(o) 20) + 0awre de] 
+0 
de unde deducem 


Yo 2(6) = ya U(o) 20) + ya U(o) Y U-1(5) fs) de = 
0 


= Yo 2(0) + vf U-1(s) f(s) ds. 
0 
Mai departe, putem scrie 


z(t+o)= U(i)z(o0) + | C (i, s) f(s) ds, 
0 
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căci în ambii membri avem soluţii ale ecuaţiei care coincid pentru t=0. 
Rezultă 


1(2w) = 10) + Y U -1(s) f(s) de] i 
de unde 
Yo £(20) = Yo 2(o) + | U-1(8)f(8) ds = yo 2(0) + ZA U-1(8) f(s) ds. 


Arătăm prin inducţie eă 


va 2 (06) = ya 200) + na U-1(5) f(6) âs. 


Avem 
z(t + no) = U(i)z(no) + ( C(, s) f(s) ds, 


căci în ambii membri sînt soluţii ale sistemului şi acestea coincid pentru 
i = 0. Rezultă 


z[(n + 1)o]= U(o) no) -Ț ( U- 1(s) f(s) de] 
deci | 


Yo £Î(n + 1)o]= yoz(no)-+ Yo ( U-1(s) f(8) ds = 


= Yoz(no) + (n + 1)yo $ U-1(s) f(s) ds. 


« 0 
Cum din felu: în care a fost ales y, rezultă 


vb Us) fs) aso 
din formula 


Jo Z(no) = yo 2(0) + na | U (8) f(8) ds 
0 
rezultă că soluţia z (î) nu poate fi mărginită, căci atunci şirul numerice 
Yo £(ne) ar trebui să fie mărginit. Teorema este demonstrată. 


$ 2. SOLUŢII APROAPE-PERIODICE ALE SISTEMELOR LINIARE 


Teoremele demonstrate pînă acum au avut un caracter pronunţat 
algebric. Vom stabili acum o teoremă mai slabă decît teorema 3.1, folosind 
o funcţie Liapunov ; interesul acestei teoreme constă în faptul că ea se 
poate extinde în cazul sistemelor aproape-periodice. 
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Să începem cu următoarea observaţie simplă : Dacă un sistem periodice 
2=f4, 2),  furo=fti 2) 
admite o soluţie mărginită ra (t) astfel încât 
lim [zo(t + o) — ze(t)] =0, 


atunci el admite o soluție periodică. 
Într-adevăr, şirul 


z, = (no) 
este mărginit, deci din el se poate extrage un subşir z,, convergent către 
un punct z'. Din ipoteză rezultă pentru orice n 


lim [zg((2 + 1) 0) — zo(n0)] =0, 


deci 

Sati Tari — JL 
Din 

lim 2, = 
kb) 90 
rezultă 
lim z(î;z,)=e(t; a) 
k— 29 

şi din 

lim Dol — z* 

k— ao 
rezultă 

lim (î; Laza) = et; 0). 
2 X--] 
Dar 
D(t; Zara) = (8; Lo l(m + 1)o])= azot + (m + 1)o) = 
= Do(t+ o+mo)=2z(t+ o; 2o(mo))=a(t+ o; 2): 
Rezultă 
lim z(î; Dau) =lim a(t+ro;a,)=alt+o; z'), 
k— ao k— co 

deci 


zii; c)=s(t+o;2) 


şi soluţia determinată pentru ! = 0 prin valoarea z* este periodică. 

Să considerăm acum sistemul (1) și să presupunem că soluţia banală 
a sistemului (2) este asimptotic stabilă. 

Fie z,(1) o soluţie oarecare a sistemului (1); deoarece z(t + w) este 
de asemenea soluţie a sistemului (1), rezultă că z(î-+ e) — Zo(î) este 
soluţie a sistemului (2), deci 


lim [ao(î + o) — za(0)1=0. 
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Prin urmare, pentru a deduce că sistemul (1) admite o soluţie periodică: 
este suficient să arătăm că soluţia banală a sistemului (2) este asimptotic 
stabilă şi că sistemul (1) admite o soluţie mărginită. Vom arăta însă că, 
chiar în condiţii mai generale, dacă soluţia banală a sistemului (2) este. 
uniform asimptotic stabilă, atunci sistemul (1) admite o soluţie mărginită. 

LEMĂ. Se consideră sistemul (1) unde A(t) și f (i) sînt presupuse măr- 
ginite pentru t > 0. Dacă soluţia banală a sistemului (2) este uniform asimp- 
totic stabilă, atunci toate soluțiile sistemului sînt mărginite pentru t>0. 

Demonstraţie. Conform teoremei 1.6” există o formă pătratică, 
(V (î) z, z) cu proprietăţile : 


u|z]z<(V(d)z, a) <Mizl, 


pa z, 2) + 2(Vrz, A(t)z)= —|z|2. 

dt 

Folosind aceleaşi calcule ca în demonstraţia teoremei 1.7, deducem 
dV” 
IE Sali — (ti to; o) |2+ 2(V (6) (i; to, 2), f(d)), 


unde x (î; to; 29) este soluţia generală a sistemului (1) şi 
V'(î)=(V(b)z(t; to, Za) zii; tos 2))- 
Dacă 
L = sup | Ş(t)| 
130 
deducem 
dV" 


EP Ş —|z(t; bo, Do) 2 +2ML|z(i; to, 2). 


Să considerăm acum o soluţie oarecare cu | | <2LM. 
Rezultă 


V" (to) = (V (to) 20; 2) <H | 2 |2 < 4L2M3. 
Demonstrăm că pentru orice 120 avem 
V" (î) < 4L2M3. 
Dacă afirmaţia nu ar fi adevărată, ar exista t, > t, astiel încât 

V" (1) = 4L2M3 
Şi 

V'(t) <4L2M3 
pentru t,<i<t. Dar atunei 

dV" 
dt = di 
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Pe de altă parte, 
4L2M5 = V' (4) <M|a(t,; to; 2o)l3 
deci 
|z(t, 3 to; 2)? > 4L2M3, |a(i,; to; 20) > 2LM. 
Avem 
dV' 
dt l-a 


ceea ce contrazice inegalitatea găsită mai sus. Existenţa lui t, este con- 
tradictorie, deci 


Sl z(t; to; 2o)| (2LM — | alt; to, 2)1) <0, 


V' (i) <4L2M3 
pentru orice t>t, deci 


ul Z(f; to; 20)? V (6) <4IPM3, 


ceea ce arată că soluţiile cu | 2, | <2ML sînt mărginite pentru î> to, Și 
anume |z(î; to, 20)| <KL. Din cauza stabilităţii asimptotice uniforme 
rezultă că toate soluţiile sînt mărginite şi lema e demonstrată. 


Ținînd seamă de această lemă şi de consideraţiile preliminare făcute 
rezultă că dacă soluţia banală a sistemului (2) este asimptotic stabilă, 
atunei sistemul (1) admite o soluţie periodică unică, asimptotic stabilă. 


TEOREMA 3.4. Se consideră sistemul (1) cu A (î) şi f (i) aproape-perio- 
dice. Dacă soluția banală a sistemului (2) este uniform asimptotic stabilă, 
atunci sistemul (1) admite o soluție aproape-periodică unică, uniform asimp- 
totic stabilă şi care verifică o evaluare de forma : 


|z(0)|<K sup |J()|. 


Demonstraţie. Din lema precedentă rezultă existenţa unei soluţii măr- 
ginite u (t). Din 


i (î) = Au (9+JU), 
u(6 +7) A(t+n)u (tr) +f(t+o), 


rezultă 


d (t +7) — (6) = A(d) [Lut +7) —u(0)l + 
+ [A(t +7) — Alu tt+r)+f(t +7) —f). 


Fie M, =suplu(t)] +1, zoo ir — aproape perioadă comună 


1 


pentru A și f; K e constanta, depinzînd numai de sistemul (2) a cărei 
existenţă a rezultat în lemă. 


Fie y (i) soluţia sistemului (2) cu : 
y (0) = u(7) —ul(0), 
v(î)=u(t+ 7) —ul(0)—yl(d). 
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Avem 
v (0) = 0 
Şi 
d(î) = ut +7) — (0) —y(d) = A) Lut +7) — ul] + 


+A (6 +7) — ADlu 0 + 7) ++ 7) — (0) — Ay) = 
= A (0900) + [A(t +7) — ADU (it +7) + fit + 7) —). 
Conform lemei rezultă 
o(0)|<K sup |[A(t+7)— A(Dlu(t+7)+ft+7)—S(0| < 
<E (sup |A(t +7) —A(0| sup lut) sup Ife+7)—f0))< 


<E | € e e e 
SS 


su Uu(t +7 = : 
2M,K Aida ti za 2 M,K 2K 2 
Prin urmare |u(t +7) —u(t)—y(t)]| < pentru 1>0. 


Deoarece soluţia banală a sistemului (2) este uniform asimptotic 
stabilă, avem 


| 7 (£) | < Be—* |y(0) | <2M, Be“. 
Există 7 > 0 astfel încât dacă t > 7 să avem 


€ 
A) ÎN Ia atit rez 
ly()| Ș 
Dar atunci, pentru t > 7, rezultă 
€ € 
u(t +7) —u(t)]| C—+ — = e, 
u(t+r)—u(d)| Mail 


Rezultă că pentru < > 0 dat există 1(<) şi 7 (e) astfel încît în orice interval 
de lungime ! să existe un număr 7 cu proprietatea că |u(t +7) —u (î)| <e 
pentru î> 7. 

Dar aceasta înseamnă că u (î) este o funcţie asimptotic aproape-peri- 
odică. Atunci, pe baza teoremei fundamentale a lui Frechet avem 


u(î) = Dot) +olt), 
unde z,(i) este aproape-periodică şi 
lim o(t)=0. 
t—> ao 
Avem 
29 (6) + o(î) = A (î) 2 (6) + A(t) o(t) + f(t). 
Dar A (î)w (î) are limita zero şi A(t)a(î)+/f(t) este aproape- 
periodică ; pe baza teoremei fundamentale de descompunere a lui Frechet 


rezultă : 
&o (î) = A (6) 2 (0) +30), 
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deci z, (1) este o soluţie aproape-periodică a sistemului (1): Din 


lu(0)| <K sup || 
rezultă 


|zo(t)] <ML+lott)|. 
Fie e > 0; din 
lim «(î)=0 
> co 
rezultă că există 7 > 0 astfel încît pentru t > 7 să avem 


€ 
«w (î L—, 
| o (£)| S 
Rezultă 


€ 
tg (Sea; , 
pentru t> 7. Fie acum t arbitrar; există o =. — aproape-perioadă astiel 


încât + + > P. Atunci | ap(î + 7)|<CUL+ î. 
Şi 
za + 7) — al <—, 
deci 
| zo(6)]| <ML-—+ e. 
Deoarece < > 0 a fost arbitrar, rezultă 
| zo(0)] s ML. 
Teorema este complet demonstrată. 


$ 3. SISTEME CVASILINIARE 


Trecînd la studiul sistemelor neliniare începem cu cazul cel mai 
simplu al sistemelor cvasiliniare de forma 


dz 
ITI = A (î)z + f (z,t), (4) 
unde A(t) este o matrice periodică şi f(x,t) este periodică în raport cu 
cu aceeaşi perioadă w ca şi A(). 
Vom presupune că sistemul liniar 
dz 
— = A(bz 
i, (+) 
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nu admite alte soluţii periodice de perioadă « decît soluţia banală. În 
acest caz am văzut că există o matrice G(t,s) astfel încît soluţia periodică 
unică a sistemului neomogen 


dz 
——=A 
î: (î)z + g(t) 


se scrie sub forma 


ful €) 


(d) =| G (î,s) g (s) as. 
«'0 
Formăm ecuaţia integrală neliniară 
z(0) =) Gus) 7 Lo(5),31âa. (5) 


Orice soluţie continuă a acestei ecuaţii reprezintă o soluţie periodică a 
sistemului, căci dacă ţinem seama de expresia matricii G(ţ,s), ecuaţia 
integrală devine 


v(t) = U(t) E—U (of C (o; s) f [2 (8), s] ds + | C (i, s) f[a(s), s] ds 
„0 o 

Şi deci 

dz (î) 


a = A4AWWUW [E—V (o) 0 (o; 3) flo (5)s] ds + lo(9 + 


+ | A (6) 0 (î,s)f[a (8), s] ds = A ()z(9 +f let. 


Reciproc, dacă z, (î) este o soluţie periodică a sistemului (4), ea 
poate fi considerată ca soluţie a sistemului liniar 


= 4ba+flat) ( 


şi această soluţie periodică e unică şi reprezentată de formula 


za (0 = 6 (65) 7 Lao (6), 5] âs, 


“ 


deci 2, (î) este soluţie a ecuaţiei integrale (5). 

Rezultă că problema găsirii soluţiilor periodice ale sistemului de 
ecuaţii diferenţiale considerat este echivalentă cu problema găsirii solu- 
ţiilor unei ecuaţii integrale neliniare. Pentru demonstrarea existenței 
soluţiilor acestei ecuații vom folosi metoda punctului fix. 

Considerăm spaţiul Banach al funcţiilor vectoriale continue şi 
periodice, de perioadă vw, cu norma 


| (î)]] = max | (î)|. 
Ostisoe 
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Definim în acest spaţiu operatorul 
O[z(91= | Q (5) f Le (5), 5 As 
0 


care aplică acest spaţiu în el însuși. Într-adevăr, din cele ce precedă se 
ştie că O [az (1)] este soluţia periodică a sistemului liniar 


d 
= A (by + fl), 
di 
deci este o funcţie continuă şi periodică de perioadă o. 
Ecuația integrală se scrie 


a (î) = 9 [a(0)] 


deci soluţiile ei sînt acele puncte ale spaţiului care sînt transformate de 
către operatorul O în ele însele, deci punctele fixe ale operatorului O. 
În acest fel problema demonstrării existenţei soluţiilor periodice pentru 
sistemul de ecuaţii diferenţiale considerat se reduce 1a aceea a demonstră- 
rii existenţei punctelor fixe ale operatorului 0. Cea mai simplă teoremă 
de punct fix o constituie așa-numitul principiu al contracţiei, valabil în 
orice spaţiu metric complet. Anume, dacă un operator O aplică o sferă 
a spaţiului în ea însăși şi în plus contractă distanțele, atunci operatorul 
admite un punct fix şi acest punct fix e unic. Condiţia de contractare a 
distanțelor se scrie 


ș4 [O (2), 2(9)] <up(x,y), 0<u<l. 


Principiul contracţiei reprezintă, după cum se ştie, forma abstractă 
a metodei aproximaţiilor succesive. 
Să presupunem că pentru orice x, şi 4, avem relaţia : 
If (20 —f (2 t)| < 6 (î) la — Bal, | 6 (s) ds e q<|, 
«0 


M = sup|G (t,s)|. 
OsSi,ssu 


Rezultă 
2 [2 (01 — Ala (01 = 6 (65) (fra (6), 51 —7 za (6), e) asi < 


<ț 16 (îs) | Lf [zu (5), s51 —f La (5), 5] 


ds<| 16 (918 (9) |at)— 
« O 

— za(9lâs<Ula — aalţ 8 (e) ăs< 4 Laos] =all a-l 

«0 

deci O este o contracție. 


Deducem că O are un punct fix unic, deci sistemul considerat admite 
o soluţie periodică unică. 
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Condiţiile impuse funcţiei f sînt foarte puternice ; se cere ca această 
funcţie să fie lipschitziană în tot spaţiul, de exemplu ca derivatele ei 
parţiale să fie mărginite în tot spaţiul. De aceea este de dorit să înlocuim 
această condiţie cu o condiţie Lipschitz locală. Pentru aceasta să punem 


f (0, î) = g(î), F (a, t) = fl, ţ) — fi (0, ţ). 

Sistemul (4) se scrie 
dz 
d 


Ecuația integrală echivalentă cu sistemul devine 


= Alte +g()+P(o,). 


m (6) = (e (4,5) 9 (5) ds + | to F [e (5), 5] ăs. 


« O 
Dar ÎI G (î,s) g (s) ds reprezintă soluţia periodică unică a sistemului 
0 
dz 


DESE, toi, - 
îi: (Dz+g9(d); 


să notăm această soluţie cu O (1). Ecuația integrală (5) se scrie deci 
z(î) = (5 +| (is) F [e (5), s] ds. 
0 
Să presupunem că există 0 < q < 1 astfel încât în sfera || 2 — O || L 


cu L > | ||, funcția P' să verifice condiţia 
SA 


PF (2 0) —P (0 DI < Bla — zh a) ds < d. 


Atunci operatorul O aplică sfera |a — O|| < L în ea însăși şi este în 
această sferă o contracție, deci sistemul admite o soluție periodică unică în 
sfera |z— O |<L. 

Într-adevăr, fie z (î) astfel ca ||a — O|| SL. Avem 
|ofz(01—0(91=|| 657 Los), sI as 


0 


<uUb Pio) s]| âs< 


<u('p la (e)lae < N lzi 8 (n as < ala ala otel 


1 
<gallz— || + alolcagL + 96| <a9L+ a Lt 


deci || O (2) — O | -<L. Faptul că O este o contracție se vede ca mai sus. 
Dacă înlocuim principiul contracţiei cu o teoremă de punct fix mai 
fină, putem înlocui condiţia ca f să fie lipschițziană cu alte condiții mai 
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slabe. Vom folosi în cele ce urmează teorema lui Schauder sub forma urmă- 
toare : dacă operatorul O aplică o sferă a spaţiului Banach în ea însăși 
și în plus 9 este complet continuu (compact), atunci O admite cel puţin 
un punct fix. Reamintim că un operator se numeşte complet continuu, 
dacă aplică orice mulțime mărginită într-o mulţime relativ compactă. 
În spaţiul Banach al funcţiilor vectoriale continue, periodice de perioadă v, 
condiţia ca o mulţime să fie compactă e dată de teorema lui Arzelă: e 
suficient ca această mulţime să fie formată din funcţii uniform mărginite 
şi egal continue. 

Să arătăm că operatorul O considerat mai sus este complet continuu. 


Dacă ||z | < e, rezultă | O (2) | = sup , Gts) f[a (3), s]ds| <MoL, 
) 
unde L = sup |f(z,t) |, deci mulţimea funcţiilor O[a (î)] este uniform 


zl Sa.0stso 


mărginită. Pe de altă parte, funcţiile O [2 (î)] sînt chiar derivabile şi avem 


A O [z(0)] = A Q[z (01 + fl (0,t] 


deci 


Id 
E O [a 0 


< sup | A (î)] MoL+ L, 
osiso 


deci derivatele funcţiilor O [a (?)] sînt uniform mărginite, ceea ce arată 
că aceste funcții sînt egal continue. Mulțimea 9 [a(()] rezultă relativ 
compactă dacă || 2 || < «, deci operatorul 9 este complet continuu. Pentru 
a putea deduce existenţa unui punct fix rămîne să găsim condiţii care 
asigură că există o sferă pe care 0 o aplică în ea însăşi. 
[] . A A 1 
Pie |f (e, t)l < 6 (lz]); dacă există a, astfel încât Pe) < 3 
%9 La) 
atunci operatorul 2 aplică sfera || || SS ap în ea însăși. 
ntr-adevăr, dacă ||z || < a rezultă 


fl (0,91<B(oo) și 
[2 (2) <M o (00) CM ot =. 
Mu 


În particular, dacă există Ș și K astfel încît în tot spatiul | f (i, 2) | < 
; , K 

SS fBle| +EşB < = > atunci Aia 20 0 sa A ae fa e 
Mo O OU 


. . . A A Li 
lim Pa) = B-< = * și există ag astfel încât P (co) E di ema 
axa, a Mu Co Mu 


> atunci siste- 


Rezultă că dacă |f(t,z) | <Blo| +EK şi p< 
GQ) 


mul (4) admite cel puţin o soluție periodică de perioadă vw. 
Vom stabili acum un rezultat mai fin care permite anumite aplicaţii 
în teoria servomecanismelor neliniare. 
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TEOREMA 3.5. Considerăm sistemul 


E Apa ae +Plo, A>0. 


Presupunem că A(1) şi e(t) sânt periodice de perioadă vw, sistemul 
liniar i = A(î) 2 nu are alte soluţii periodice de perioadă w decât soluţia 


banală, F (,t) e periodică în t de perioadă w, |F (x,t)| < L pentru orice 
eșit, |P(a,0)—Fl(a2t)l<B | — x | pentru orice x, ca şi t. În 
plus, presupunem că există ro > 0 astfel încît pentru |a, | > To; lt > 
To să avem 


1 
PF (4,0) —FP(ot)l <Bla —al, 8 oa IM BUD lee (esa) | 


În sfîrşit, presupunem că există > 0 astfel încât 


1—M of 
EI 


E = i€ [0,0], | bt 
mes mes țt€ [0,o],| P(î)]| <n-< 5 


D () fuind soluția periodică unică a sistemului = A(ba+ e(t). În 


aceste condiții, pentru A > do = 4 aut Liei sistemul admite o soluție periodi- 


T] 
că unică de perioadă vw. 


Observaţie. Ipoteza |F (z,t) | < L este suficientă pentru a permite, 
pe baza consideraţiilor precedente, să deducem existenţa soluţiei perio- 
dice pentru orice 1. De aceea esenţialul în teorema pe care o demonstrăm 
este unicitatea soluţiei periodice pentru A > Ag. În ceea ce privește ipo- 
tezele ele diferă de cele al rezultatului bazat pe principiul contracţiei prin 
faptul că funcţiei F i se cere să admită o constantă Lipschitz mică numai 
pentru || > rg şi în schimb se impune o condiţie suplimentară soluţiei 

O (4). Subliniem faptul că în condiţiile teoremei unicitatea se obţine 
numai pentru A > o. 

Demonstraţie. Soluţiile periodice de perioadă «w ale sistemului veri- 

fică ecuaţia integrală 


(6) = AP (6) + e (t, 8) F [ze (8), 8] ds. 
0 


Rezultă că pentru toate soluţiile periodice avem 


la (4) — A 0()| <LoM, 
deci 


lz (DI 3310001 —LoW. 
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Pentru î €[0,«] — E, = CE, varezulta |z(î)| > An —-LoM>r 
dacă A > d. Dacă a, şi 4, sînt două soluţii periodice de perioadă w 
avem 


2 (0 — (= 6 (3) 1P Lai (6), 81 — P [za (0), s]) ds = 


= 6 (6347 La (e), 1 — Piz (e), ads + 
E 


+ Gt, st? (6), 51 — Pza (6), sl) as 
„CE 


deci 
|z, (£) — 2 (0)] <MB|a, — all mes E, + oM Bl 2, —ail 
căci mes CE, So şi pe CE, avem |a, (î)| > ro |lz(0)|>re. 
Rezultă, 
|z, — 2 || <M(B mes E, +of)la—az,l. 
Din 
1—Mof 
mes BE <——— 
” MB 
rezultă, 
MB mes E„+Mof-<1l 
şi inegalitatea obținută implică || 2, — z, | = 0, deci a, = z,. Teorema 
e demonstrată. 


TEOREMA 3.6. Dacă la condiţiile teoremei precedente adăugăm condiția 
ca soluția banală a sistemului 


dy 
m e A (f 
7 (0 y 


să fie uniform asimptotic stabilă, deci | y (î ; to» Yo) | <Ke-a—|yj|, şi în 

/ 
plus B < min | LI 1 E 

K Mo 
şi 
mes (t€ [0,0], 10 (î) |] =0)=0, 

atunei există 2 astfel încît pentru 2 > 29 soluţia periodică unică este uni- 
form asimptotic stabilă. 
n K+ BKy 


Demonstraţie. Fie u > 0 arbitrar, 7 > 
a — K f 


; atunci 


q=— Ken eat < 1]. 


Fie N cel mai mic număr natural astfel ca Nw>r. Deoarece 
mulţimea punctelor pe care € (i) se anulează are măsura nulă, rezultă, 
că există 7 > 0 astfel încât 


mes (t€ [to; în + No],| 0 (6) <nj<g. 
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Într-adevăr, funcţia O (4) fiind periodică avem pentru orice î, > 0 


mes (î€ [în; to +No],l0(0)]|=0)=0. 
Dar 


WE [lo to + PN o],| P(î)l]=0) = Die [tos to + No],l O (î)l<n, 
unde 7, este un şir monoton descrescător care tinde către zero. 
Rezultă 

lim mes (î E [io to + PN o],] 0 (î)| <ni =0, 
i ap ao 
deci există 7 > 0 astiel ca 


mes it€E [le to +A o],|lO(î)| <n <b, 


n depinzind numai de yu şi nu de î, (căci măsura translatatei unei mulțimi 
este aceeaşi cu cea a mulțimii date, iar t€E [lt +Nol,lb(î)l< n 
este translatata cu î, a mulțimii (t€ [0,Nco],| P(î)l < pg din cauza 
periodicităţii funcţiei O). 

Pentru » astfel găsit luăm 


_2ro+lLMo 
T) 


o 
Punem 
PF, =(s [tt], | (3) |<m). 


Pentru 0 < <iCi, + No avem mes Fi < p. Fie z,(t) soluţia 
periodică unică a sistemului, care există pentru 1 > 1, conform teoremei 
precedente. Din relaţia 


2 (0 =10(0+ (e (î, 8) P La, (8), 81 ds 


rezultă 
|z (0) —1A9 (Wll<LMo, 
deci 
| (î)] > 11 0(6)| —-LMo. 
De aici deducem că pentru s€ [tt] — PF, =07 vom avea 


|? (8)] > An —LMo 2. Fie z(î) o soluţie a sistemului, 


Yo = £(to) — Zo(to); y(t) = z(t) — z(t). 
Avem 
dy (4) 


a = A (09 (9+FPy (0) + 2 (0),8] —F [ao (0),t]. 
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Rezultă 


y(t) = O (î;î0) Yo + | C (î,8) (Fly (8) + 2 (8);s]—F [a (8),s] de = 
= O (î; to) Yo+ |, C (îs) PF [y (s) + 2, (3), s]—F [2 (8), sl] ds+ 


RE , C (6,5) PF [y(s8) + 2 (8),8] — P' [ao (8),s]) ds. 
Fie 
K = e“ ks, |yol ada 


Deoarece K" > 1, există un interval dincolo de i, pentru care 
ly(8)| <r9; avem 


|y (8) + zo(s)l > zo(s)l —ly (3)], 


deci pentru valorile lui s pentru care |y (s)| <r, şi care aparţin lui cr 
va rezulta 


| y (5) + o(8)] > 270 — ro = o. 
Rezultă că pentru Oi Sith +TrLtb + No vom avea 


(DI Kee6-tlg | + BE$ e2e-oly (5) âs+ 


Ali i 


+ pl E du (8) | ds 


«CF, 


dacă pentru i, <s <t avem| y(s8)| <r.. 
Punînd 
u(î)=l|y(ble“, 
inegalitatea se scrie 
u (î) < Ke% | y, | + BK u (8) ds + B Ku (8) ds. 
z, dor, 
Considerăm funcţia măsurabilă 
: (3) = | BK pentru s EP 
BK pentru seCr, 


Inegalitatea precedentă devine 


u (6) < Kece| y, | + ) k (8) u (8) ds. 


fe 
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De aici deducem 


i 
| k (8) ds | 4 BKds | ș BKds 
P CF =<di 
u (6) < Ke=|yo|e'* = Ke%|y,|e e 
E gg HK e%to | Yo | eBEu ep eta), 
deci 
| (£)] < Ketke |y,| eat ; 
de unde 


lg (£)| < Ke*|y,| = 9K'|yo| Lgro 


pentru orice î > to, ceea ce arată că inegalitatea |y (î)| <r, se menţine 
în tot intervalul t, Sit + 7, deci în tot acest interval avem 


|y (6)| <gK' |yole- EP, 
În particular 


ly (fc +7) <gKly leo “EP =glyl. 


Deoarece constanta q nu depinde de t, putem lua ca moment ini- 
țial pe i, + 7 și deducem 


ly (fo +27)lSgly(b+r)lsaqlyel 
Şi prin inducţie obținem 
Iy(t+nr)lSYlgol- 
Fie acum tt, > 0. Există n astfel ca 


ne Li—t <(n+1)r 


deci , 
| ly (01 SgK'ly (to +nr)lSgK ll. 

Din 

nisi, q<a 

a că 
rezultă 
i—t, 0 na 

pii<g  =e  ; 

luînd 
situa E, 
T 

deducem 


ly (09| << e |yl, 


ceea ce arată că soluţia a,(t) este exponențial stabilă şi teorema e 
demonstrată. 


Să observăm că dacă 
LM 
PY »> mot hMo E) p> 2, 
T) 
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stabilitatea asimptotică va fi asigurată dacă 

(m — 1) ro 

E a) 
K 


deci domeniul de atracţie poate fi oricît de mare cu condiţia ca 1 să fie 
suficient de mare. 
Aplicaţii. 1” Considerăm sistemul 


M (î) [A e(t) + Ca + Dr] pentru |A e (î) + 0 + Dz| SI, 
+ A + Ba = M (0) Dae(d) + Ca + Dr] 
|lAe(t) + 02 + Da] 


unde A, B, C, D sînt matrici pătratice constante, de ordinul n, M(i) o 
matrice pătratică de ordinul n, cu derivată continuă, periodică de perioadă 
«; 1> 0. Presupunem verificate condiţiile : 

a) matricile C şi D sînt permutabile cu A şi cu B. 

b) Părţile reale ale rădăcinilor ecuaţiilor 


det (428 + A41+B8)=0, 
det (0-1D+E£3)=0 


sînt negative ; E este ca de obicei matricea unitate. 
Cc) e(t) este periodică, de perioadă w, admite derivată de ordinul 
al doilea continuă şi 


mes țtE[0,o],le()] =0% =0. 


| Yo |-< 


pentru | A e(î) + C2+Dz| >], 


Atunci există 7, astfel încît pentru 1 > A, sistemul admite o soluţie 
periodică unică şi această soluţie este asimptotic stabilă; domeniul ei 
de atracţie creşte cu > şi tinde la infinit cînd A — oo. 

Demonstraţie. Fie 


u pentru |u | SI, 
g (4) = 


+ pentru |u |>1. 


lu | 


Considerăm sistemul auxiliar 


b = — 0 1Da + Cty—A0Cieti), 
y = — Ay ra + OM (t)g(y) + ied) +Aet)), 
â&=— — By+ DM (W9g9(y)+i Bet). 


Acest sistem veriiică toate condiţiile din teorema precedentă. 
Sistemul liniar corespunzător se scrie 


& = — 0 Da +y, y= —Ay+a2, = — By. 
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—0"1D 0-1 O 
O —A BB; 


Matricea lui este 


O —B O 
valorile proprii ale acestei matrici vor fi cele ale matricii 
(25 o) 
—B O 


şi cele ale matricii —C-1 D. 
Deoarece rădăcinile ecuaţiei 


det (C-1D+15)=0 


au părţi reale negative, matricea —0-1 D este hurwitziană. Ecuația 


—A —A E 
det| 23, sa] — 
se mai poate scrie 
—A —A 2; 
det| —B—A1—XB O - y 


deci 
det (125 + AA + B)=0 


deci conform ipotezelor şi matricea 
(Za o] 
—B O 
este hurwitziană. Rezultă că soluţia banală a sistemului liniar de primă 


aproximaţie este asimptotic stabilă. 
Considerăm acum sistemul liniar neomogen 


d = — C1Dre + 0 1y — 0 let), 
y = — Ay ra + (e() + Ael0), 
= — By + Bed). 


Acest sistem admite soluţia periodică z = 0, y = e(î), 2 = 0. Dato- 
rită proprietăţilor sistemului omogen, această soluție periodică e unică; 
conform ipotezei făcute asupra funcţiei e(!), soluţia periodică verifică 
condiţia din teorema precedentă. Rămiîne deci să verificăm proprietăţile 
termenilor neliniari. Primul grup de ecuaţii nu conţine asemenea termeni. 
Termenii din ultimele două grupuri sînt de forma CM(t)g(y) şi 


DM (t) 9 (9). ai SE E 
Cum |g(u)| <1, condiţia de mărginire e verificată. 
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Mai departe, dacă |u, | <I,l|u,| LI avem 
9 (4) — 9(u2)| = — al. 


Dacă 1 <|oa || up | fie ua = sa 42; atunci |gluz) — gluz) | = 
(7 A 


2 


(7 u 1 lu 1 
e nea da = — | 2| = ———— |n — Ual S 
[ua | | 42| || | 42| lu. | 
ed lu, — al. 
lu 
Dacă 
ua] <L<lul], 
atunci 
(7 
9 (1) — 9 (u2)| = sc TPI < | — al. 
2 


Rezultă că pentru toţi u, şi u, avem 


9 (4) — 9(ua) | lua — val 
deci g este Lipschitziană. Dacă |u. | > | u, | > ro, rezultă 


1 1 
9 (u.)—9 (u3)| < [ua — ua | S-—|u—ual| 
| ua To 


deci dacă r, este suficient de mare constanta Lipschitz în regiunea r > re 
poate fi luată oricît de mică. Deducem că sînt îndeplinite toate condiţiile 
din teorema precedentă şi deci pentru A > 2, există o soluţie periodică 
unică a sistemului şi această soluţie este exponențial stabilă. Sistemul 
dat iniţial se poate scrie 


d =yy= — Br — Ay-+ e (7,y,t) 
unde 
M (î) [a e (t) + Oy + Dr] pentru |ie(t) + Cy + Dr| SI 
e (2,y,l) = ro [A e(î) + 0y + Da] 
lAe(t) + 0Cy+ Dal 
Se vede că ș e mărginită şi cum sistemul liniar 
=, y = — Ba — Ay 


pentru | Ae(t) + 0Cy+Dr| >. 


are matricea ( hurwitziană, rezultă că sistemul dat admite 


o soluţie periodică de perioadă vw. Pentru a deduce unicitatea şi stabili- 
tatea acestei soluţii vom arăta că orice soluţie a sistemului dat verifică 
sistemul auxiliar; cum soluţia periodică a sistemului auxiliar e unică, 
soluţia periodică a sistemului dat, care există, rezultă unică. Din stabi- 
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litatea asimptotică a soluţiei periodice a sistemului auxiliar va rezulta, 
stabilitatea asimptotică a soluţiei periodice şi pentru sistemul dat. 
Fie deci z(t) o soluţie oarecare a ecuaţiei date. Punem 


y(î) = det) + Că (6) + Dr). 
Avem 


+ A + Ba = M (09 (y00)). 


Pentru |u|-£ 1 funcţia g(u) e derivabilă, deci pentru valorile t pentru 
care |y(t)]-£1 avem 


+ Ai + Bo = Mi) i +90) 
Deducem 
+ Ay + By= ME +08 + Dă +AOe+ 0 +D)+ BQe+ 02 + 
+ Da) =A (E + A+ Be) +O(ă + A& + Ba) + D(2+A:+ Ba) = 


—1 (6 + AE+ Be) + C(M (î) îi + Mg (y)) + DMg(y). 
Să punem 
2 (0 = (0) + Ay) — CM (09 (9 (0) — a (e) + Ae00). 

Rezultă 
2 (0 = (0 Ay (0) — CD) — CU DE 0300 

+ 4 (0) = — By (0) + NEO+ 400) + Be) + cu io ai. 
+ 0% (6) guy (0) + DU (099 (0) — CU (ay (0) 20 0+ vi (0) — 

— cu). 
0y 


deci 
& (6) = — By(t) + ABe(t) + DM) g(y(0)). 


În definitiv, dacă z(ţ) este o soluţie oarecare a sistemului dat, func- 
iile z(î), y() = Adel + Cat) + Dr), z(0 = 90 + 490 — 
— CM (t)g(y(t)) — A (e(t) + Ae(t)) 
formează o soluție a sistemului auxiliar. Cu aceasta demonstraţia este 
încheiată. 

2” Să considerăm sistemul 


= 4(02+ Săflo)raet), 
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unde A (î) este o matrice pătratică, continuă şi periodică de perioadă vw, 
ki (î) funcţii vectoriale continue şi periodice de perioadă vw, f(u) o funcţie 
scalară de variabilă reală, definită prin : 

1 pentru |u| >1 


WU) = 
Ju) ilunaeziei ul, 
iar 6, = (Bi(1), 2) + An, (d), unde 6: (i) sînt vectori periodici, de perioadă 
w, cu derivate de ordinul întîi continue, », sînt funcţii scalare, periodice 
de perioadă w, cu derivate de ordinul întîi continue, e(î) periodică de 
perioadă «w, cu derivată continuă. 

Presupunem că: 

a) există un determinant de ordinul m al matricii veetorilor fi (4) 
care e diferit de zero pentru toţi t; 

b) sistemul 2 — A(i)zare soluţia banală uniform asimptotic stabilă ; 

€) dacă O, (î) sînt componentele soluţiei periodice unice de perioadă 


w a sistemului = — A(i) z + e (t) avem pentru î = 1,2,...,m: 


n(D + SI BL(0 0,6) -0] RI 


În aceste condiţii există 1, > 0 astfel încît pentru 1 > 7, sistemul dat 
să admită o soluţie periodică unică de perioadă «w şi această soluţie este 
exponențial stabilă. 

Demonstraţie. Presupunem că este diferit de zero determinantul 
format cu primele m linii şi m coloane ale matricii vectorilor fi! (î). Consi- 
derăm matricea nesingulară 


6 (0) B2 (0)... Ba (0 Baa (0.810) 
6. (0) Bz (0)...B2 (6) Papa (0). - Ba (€) 


mes le [0, o], 


B (6) = ZE e lei AN e mie aa at îNz A uitare DARE 20 il | 
B” (£) Ba (0)... Br (0) Braa (0)... Brit) 
00 ...0 0 i 
vectorul 
Ta (£) 
p= | m 
0 
0 


şi transformarea liniară 
= B(ba+anti) 


240 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENŢIALE 


Avem 
Vi — 613 Va = Gas: 3 Um = Om Uma = mis: Yan = dn 
y = Ba + B+ 1 = BB I(y—m)+ B(Az + Zkf(o,) + de) +1 = 
= BB-y—1A BB + BABA (y—1m) + 1Be +1 +EBhkif(o,) = 
= (BAB-1+ BB-1)y + ABe(î) + 17 (6) — A(BB-1+ BAB-1)n (6) + 


+2 Sef. 


Acest sistem îndeplineşte toate condiţiile teoremei 3.6. 
Într-adevăr, sistemul liniar 


si = (BAB-1+ BB-Wz 


se obţine din 
dz 
—— = A (iz 
zi (£) 


prin transformarea z = B(t)z şi are soluţia banală uniform asimptotic 
stabilă. 
Sistemul liniar neomogen 


y = (BAB-1+ BB-1)y + Be(t) + n (î) — (BAB-1+ BB) ni) 


admite soluţia periodică 7(î)+ BO (6) şi conform ipotezei această 

soluţie se anulează pe o mulțime de măsură nulă. Termenii neliniari sînt 

dați de B > kif (y, ) şi se vede că sînt mărginiţi, lipschitzieni şi că dacă 

|y,| > pentru 1 = 1,2,..., m, constanta lipschitziană este nulă. Rezultă 

că sistemul în y admite o soluţie periodică unică, asimptotic stabilă. 
Dacă y (i) este această soluţie, atunci 


z(t) = B(6) Ly(t) — Am(t)] 


este soluţia periodică a sistemului dat şi se vede imediat că şi ea este unică 
şi asimptotic stabilă. 


$4. SISTEME CU PARAMETRU MIC 


O metodă foarte importantă din punct de vedere practic în stu- 
diul sistemelor neliniare este aşa-numita metodă a parametrului mic. 
De multe ori elementele neliniare intervin în ecuaţii înmulţite cu un para- 
metru mic. Aceasta face să apară ideea că ele pot fi neglijate, studiindu-se 
numai ecuaţiile care se obţin pentru valoarea nulă a parametrului. Această 
neglijare trebuie însă justificată şi teoria stabileşte tocmai cazurile cînd 
ea este permisă, indicînd în acelaşi timp fenomenele noi care apar din 
considerarea termenilor neliniari. 
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Să considerăm un sistem de forma 
dz 
ITI = Xa (pt) +ed,(t,o), (6) 
unde X, şi X, sînt periodice în raport cu t cu perioadă ce şi verifică condi- 
ţiile obișnuite de regularitate (vom presupune că admit derivate parţiale 
continue). Pentru e = 0 se obține sistemul 
dr 
— = AXsl(ait [ 
d: o (71) (7) 
pe care-l vom numi sistem generator. Presupunem că sistemul generator 
admite o soluţie periodică z(t); vom numi această soluţie, soluție genera- 
toare. Problema constă în a stabili unele condiţii care să asigure că există 
e, > 0 astfel încît dacă | e| < eg sistemul (6) admite o soluţie periodică 
z (î,) cu proprietatea, 
lim z (î, e) = z(t), 
.—0 


deci o soluţie pentru care z, (î) reprezintă o bună aproximaţie pentru 
|e| suficient de mic. 

Fie z(î,p, =) soluţia sistemului (6) cu z (0, p, e)=p. Condiţia ca această 
soluţie să fie periodică se scrie z (0,9, e) =2 (0,p,e), deci z(o, p,.)—p=0. 
Observăm că z (î, p, 0)—a, (î,p), unde z,(t,p) ji soluţia sistemu- 
lui (7) cu 2 (0,p) = 7. Notăm f (p,e) = 2 (o, p, e) — 

Constatăm că ecuaţia f(p,e) =0 e verificată de punctul (p4;0), 
unde po = o (0), căci sistemul generator admite soluţia periodică z, (î). 


Pe baza teoremei funcţiilor implicite rezultă că dacă det Ei == 0 în punctul 


(90,0), atunci există e > 0 asttel încît pentru |e | < eg există p (e) conti- 
nuă, cu p(0) = 0 şi f [p(e), e] =0. Soluţia z(t,p(e),<) a sistemului va 
fi soluţia periodică z(î,=) căutată. 

= 


Rămiîne deci să găsim semnificaţia condiţiei det —— tal 0 în punctul 
(Po, 0). Observăm că = a (o, 9, £)—E, E pe matricea unitate. 
P P 


Rezultă de aici că det Z == 0 în punctul (p4,0) e echivalent cu a cere 
ca matricea 2 Z (o, p,e) pentru e =0,p =psă nu admită valoarea 
proprie 1. Mai departe, ra Z (o, p, e) pentru e =0,p = pp coincide cu 
2 (e; p,0) pentru p = po, deci aa z(t,p,0) pentru i = o, 9 = Pop 


sau E 29 (4p) pentru i = vw, 2 = po: 
p 
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Rezultă de aici că existenţa soluţiei periodice pentru |e| < eg 
depinde numai de sistemul generator (7). Din 


da (4-2). — 7 lat, p), îi 
dt 
rezultă, 
0 dat 9 9 | 
i ri “apa == îp Xe Leo (î, 2), = pa Xo [o (t2p)t] 0 to (69), 
deci 
d 9 9 0 
i op (î, D) Se ad EX (£, 2), t] dp To (î,p)- 


Pentru p = pa se capătă 


d 


9 9 9 
ET Sp To (Î» Po) = pad. Leo (î, Po); îl] 95. o (î» Po). 


Rezultă că matricea pa 29 (î; Po) reprezintă o matrice de soluţii a sis- 
DP 

temului liniar 
du (3) 
—— = — Lo [zotd),tlu 8 
Zaha o [To (î), î] (8) 

(sistemul în variaţii corespunzător soluției generatoare). 

Cum 24 (0,9) =, rezultă că a, (t, p) pentrut = 0 este chiar E, deci 
p 


pa To (î, Po) este o matrice fundamentală de soluţii a sistemului 


în variaţii. Deoarece z, (1) este periodică de perioadă vw, matricea 
î do [o (t),t] este periodică de perioadă vw. Matricea o (i, p) pen- 
tru p = pot = w este deci chiar matricea de monodromie a sistemului 
liniar (8). Condiţia ca această matrice să nu aibă valoarea proprie 1 este 
echivalentă cu cererea ca sistemul în variaţii să nu aibă soluţie periodică 
de perioadă we. Am obţinut astfel: 

TEOREMA 3.7. Dacă sistemul în variaţii corespunzător soluţiei ge- 
neratoare nu are altă soluție periodică de perioadă w decât soluția banală, 
atunei există eg > 0 astfel încât pentru  |e| < ep sistemul (6) admile 
o soluţie periodică x (i, e) unică cu proprietatea 


lim Z (î, e) = lt), 


și această soluție depinde continuu de e. 
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Un caz particular important este cel în care sistemul generator 
este liniar, deci cazul sistemelor de forma 


SE = 4) + P() + eAĂ (z,t,e). 
Sistemul (8) coincide în acest caz cu 
du 
— = A(bu 
î (£) 


şi teorema arată că dacă soluţia generatoare reprezintă o oscilație forțată 
în cazul de nerezonanţă, atunci pentru | | suficient de mic sistemul ne- 
liniar admite o soluţie periodică unică a cărei primă aproximaţie este 
soluţia generatoare. 

Să considerăm acum cazul cînd sistemul în variaţii (8) are soluții 
periodice de perioadă w ; atunci sistemul adjunct sistemului (8) are același 
număr de soluţii periodice de perioadă « liniar independente. Notăm cu 
W (i) matricea ale cărei linii sînt aceste soluţii. 

Să presupunem că sistemul (6) admite o soluţie periodică a(î,=) 
astfel ca 

lim « (î, e) = x (d). 
£->0 
Notăm 
y (î,€) = z(t, 5) — (d). 
Deducem 


E Y (t, e) = Xeo [z(t, ),t] + ce XX, [z (î, =),t,s]— Ao [x (d), tl= 


9 
= Da [o (î); î]y (î e) + Yo [y (î, e),i]+re X, [y(, )+ zo(),t, e], 
unde Y, (0, î)=0. 
Deoarece y (î, <) este periodică, rezultă de aici că sistemul 
du 9 


ă = —Xo Laz (î)tl vu + Yo [y (6, e); îl + e Xuly (bb e)+ o (0), e] 
/ Oa 


admite o soluţie periodică. Pe baza teoremei 3.2 rezultă 
| W (5) tYoly (8; e) s]+ eX, [y (3, 5)+ za (8),s,e]ids=0. 
0 


De aici rezultă că 
| W (8) X, [e (3), 8, 0]lds=0. 


«0 
Într-adevăr, dacă nu ar fi așa, am avea, 


w (5) X, [2 (5),30lăs | =c>0. 
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Din lim y (8, e) = 0 şi din continuitatea funcţiei AX, rezultă că există 
.—0 
ep > 0 astfel ca pentru |s| < ep să avem 


| ww XE, lo (e, e) + aa (9), 8, sl ds| >. 


Dacă X, e derivabilă în raport cu e, atunci z (î, =) e derivabilă în 
raport cu e, deci y (î, e) e derivabilă în raport cu e, deci |y (î, e)| < 
<L |e | pentru t € [0, w]. Din diferenţiabilitatea lui X, (x, 1) în raport 
cu z rezultă 


Yo [y (5, e), s]|l = o (ly(s,2)|)=o(2). 
Rezultă 


(VP (5) XD (6,0) + za (5), 8» e] ds 


e 


ol 


Şi 
(97 (5) Fe Lu (e, e), 5] as 


«0 


= 0 (e) 


ceea, ce este contradictoriu căci cele două mărimi sînt egale. 
Am stabilit astiel următoarea : 
PROPOZIȚIE. Dacă sistemul (8) admite soluții periodice de perioadă w 
și dacă sistemul (6) admite o soluţie periodică x (i, e) astfel că lim z (1, <)= 
.—0 


— 2 (6), atunci 


(vw (5) 7, [ze (5), 5, 0lăs =0, 


W (î) fiind matricea ale cărei linii sânt soluţiile periodice ale sistemului 
adjunci sistemului (8). 

Dacă soluţia generatoare face parte dintr-o iamilie de soluţii periodice 
depinzînd de un număr de parametri, sîntem în condiţiile propoziției de- 
oarece derivatele soluţiilor în raport cu parametrii sînt soluţii periodice ale 
sistemului (8). 

Condiţia din propoziţie permite să se găsească acele valori ale para- 
metrilor pentru care soluţia corespunzătoare este efectiv prima aproxi- 
maţie a unei soluţii periodice a sistemului (6). 

Vom redemonstra pe o cale puţin diferită propoziţia de mai sus; 
această nouă demonstraţie ne va da posibilitatea de a merge mai departe 
în studiul cazului cînd soluţia generatoare face parte dintr-o familie de 
soluţii depinziînd de un număr de parametri. 

Fie U (t) matricea fundamentală de soluţii a sistemului (8), 1, vec- 
torii iniţiali ai Oua VE periodice ale sistemului adjunct sistemului (8); 
avem l, (U (w)— E) = 0. Dacă p, sînt vectorii iniţiali ai soluţiilor 
periodice ale sistemului (8) avem 


(U (o) — E) p,=0,(j=n —k+1,...,n). 
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Considerăm acum vectorii 1,,..-; la-x ȘI 01:--5 Pn-a astfel încît 
sistemele de vectori |, şi p; (2 = 1, ..., n), să fie formate din vectori 
liniar independenţi. Fie $ matricea ale cărei linii sînt |; şi 7 matricea 
ale cărei coloane sînt p,. Avem 


A 0 
—B] 7 = 
S[U (o) —E] pi 


Dacă sistemul (8) admite exact k& soluţii periodice liniar independente, 
atunci matricea U (we) — E are rangul n — k, deci det A 0. Condiţia 
ca soluţia z (î, p, e)a sistemului (6) să fie periodică se scrie z (w, p, 2) — 
—p = 0. Putem serie 

Oa (i Pas 0) (5 oa aha) piei 2 AOtios 0) 
0p Oe 


o(le|+lp —2ol)- 


Z(o, p;5)=2 (0,900) + 


Cum 
2 (0; Dos 0) = Po» 
condiţia de periodicitate se serie 
0z (o; Po, 0) 
0p 
Dar am văzut că 


Oz (o 0 
-2le — po) + e Sea) 4 o(|e|+lp—pol)=0 
Oz (o, Po, 0) 

9p 
deci condiţia de periodicitate se scrie 


= U(o), 


(U (o) — E) (p—po) pe Plop 


î o(|e]+lp —pl)=0. 


Oz (6; Dos 0) 


Calculăm pe 
Oe 


- Avem 


d 


3 9 d G 
e a ale aie Sp Ta z(î p; e)= 7 Xo 2 (hp ehil+ 


. 9 
La pd [e (î, p, et, e] = ele Pr eh), 7 9 


pi Ta UL e) + 
4 pi 


O 
+ AX [2 (6 p, e), î,c] + e—— i [e (î,p, e),t, e]. 


De aici, pentru e = 0,9 = po,se ia 


_d_ 92 (î» po0) _ 0 Xe (o (6), î) 92 (î, po» 0) 


Dd 
di Qe 0z Qe fiu itp 060,490) 
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deci 0a (î, Po 0) 


€ 


verifică sistemul 


dz = 0 Xo [o (î),] 
dt Oz 


şi condiţia iniţială 2(0) = 0, deoarece z:(0,p,.) = pp, deci 


2 + A, [20 (6), 0] 


O 
Ra z(0,p,.)=0. 


€ 


Rezultă de aici, pe baza formulei variaţiei constantelor că 


Oz (i 0 i 
CB = 0 (09| 109) Xa Laos), 0 da 
1) 
deci 
Oz (0, Po 0) 
Je 

Vectorii |, fiind liniar independenţi condiția de periodicitate se poate 
serie sub forma echivalentă 


0 Q 
1, [U (6) —Bltp — po) + el; 9200200) 1 o(lel +Ip—p1)=0, 


= do U-1 (5) X. [o (5), s,0]ăs. 


Qe 
(6 = 1. -,n—k) 
3 0 
LU (o) — El(p — 2) + q, S2(P0) +o(lel+lp—p1)=0, 


(j=n—k+1,...,n)- 
Dar 
4, LU(0)—E]=0, 


deci al doilea grup de ecuaţii se scrie 

e l, Or (o; Po i 0) 
Oe 

Căutăm soluţia p (e) sub forma 


+o(lel +12 —2p])=0. 


n—k 


p (e) = pote 3 Bi(e)p: 


14=1 


Sistemul de ecuaţii devine 
Oz 0 
<Ş1, LU (o) — Ze, By (e) + el, SPAS Per) + o (el + 19 — pol) =0, 
3 


(î=1,...n—k) 


92 (6, Po0) 


l 
= Qe 


+o(|e|]+]p—pol)=0,(j=n—k+1,...n). 
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Dar 
lpP —p,|=O(=) şi ecuaţiile se scriu 


SUL (0) — Ze, ppt, SS(Por0) 4 o (le) =0,(i = en 
Pe) ol) =0(j n H1...n) i 


Pentru ca acest sistem să admită soluţii e necesar în primul rînd ca 


Oz Q ; 
Bar — o, (3=n—k—+1,...,m), 
ceea ce conduce la 


,U (o) Y U-: (5) X, [za (5), 5,0]ds =0 
deci Ă 


i l, U-1(s8) XX, [ro (3), s, 0]ds=0 
sau ăi 
W (s)X, [2(s),s,0]ds=0. 


În afară de aceasta este necesar ca sistemul 


SUT (o) — le, By +1, S9(:Par0) = 0 
j € 


să aibă soluţii. 

Matricea acestui sistem este însă chiar A şi det A -£ 0 deci sistemul 
are întotdeauna soluţii. 

Să presupunem acum că soluţia 2, (î) face parte dintr-o familie 
de soluţii periodice, de perioadă w, depinzînd de k parametri ; notăm cu 


Oro (?, a) 
&; 
temului (8), liniar independente, dacă F& parametri sînt independenţi. 
Presupunem că sistemul (8) nu are alte soluţii periodice independente, 
deci că are exact Fk soluţii periodice independente. Atunci putem repeta 
calculele de mai sus plecind de la o soluţie z, (î, «) oarecare şi obţinem 
condiţia necesară ca să existe o soluţie periodică de perioadă o, z (î, e, «), 

a sistemului (6) astfel ca 
lim a (î, e, a) = zo(î, a), 
.—0 


Za (î, a) această familie. Atunci vor fi soluţii periodice ale sis- 


sub forma 
P(a)= | W. (8) ĂX, [o (5, «),s,0]ds=0. 


«0 
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Presupunem că ecuaţia P (a) = 0 admite o soluţie « = a, astfel 
OP (a) 


e d 


încât 


pentru a« = &g să fie nesingulară. 
Arătăm că în acest caz sistemul (6) admite o soluţie periodică de 
perioadă w, z (i, e), astfel ca 
lim z (î, e) = Lo (î, o). 
.—0 


Sistemul de ecuaţii (9) este verificat pentru e = 0, a = a, de valorile 
B = Bo date de 


ŞI Ie Uau) — pp B+ 1, (Por — o 


Jacobianul sistemului (9) în raport cu f și a pentru e = 0, a = a, f = 
=— By este egal cu 
OP (ag) 


i 


A A, 
det | p  2Plao) 


— det A det 


e d 


şi în ipotezele noastre este diierit de zero. Pe baza teoremei funcțiilor 
implicite există €, > 0 şi funcţiile a (e), 6 (e) definite pentru |e| < es, 
verificînd sitemul (9) şi astiel ca a« (0) = ao, 6 (0) = fo. 
Punînd 
n—k 
p (€) = Po(a(.)) + e Ș; 6;(e) pp, [a(e)] 
il 


soluţia z (î, p (e), <) va fi periodică de perioadă « şi pentru < — 0 devine 


To (îÎ, Po (20 )) = Lo (î, o). 

Am demonstrat astfel următoarea teoremă : 

TEOREMA 3.8. Dacă sistemul (7) admite o familie de soluţii ze (î, «) 
periodice de perioadă vw, asifel încât sistemul în variaţii corespunzător să 
admită peniru orice a ezaci k soluţii periodice independente de perioadă 
c, atunci pentru orice valoare a astfel ca 

P(a)=0, det XElo) 0, 
0a 
unde 


P (a) a VW. (5) X, [ze (6, 2), 5,015, 
0 


există o soluţie z (|, e) a sistemului (6), periodică de perioadă w şi astfel 


ca lim z(î,.) = zo(î, ao). 
.—0 
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Apheaţii. 1” Un caz particular important este cel al ecuaţiei 
&+ nr + f(î) = P(t,z,d,e). 


unde f şi F' sînt periodice în raport cu i cu perioadă 2x. Sistemul în variații 
este aici 
& ++ nr = 0 


şi are soluţiile periodice cu perioadă cu deci și de perioadă 2x. Funcţia 
n 


f (t) este presupusă astiel încît ecuaţia generatoare 

&+ na +f(t)=—0 
să aibă soluţie periodică de perioadă 2x. Atunci toate soluţiile siste- 
mului generator sînt periodice cu perioadă 2 și formează o familie cu doi 


parametri, 
Zo = p(t) + Mocosnt + Nesinnt. 


Avem 
cost — —L-sinnt Vncosnt  — JL sint ) 
U (1) = UV" (1) = j 
— Vn sinnt n cosnt n sinnt TF cosnt 
n 


Xa Lo (5, «), 8,0] = ) 


F =F'[s,p(s) + Mocosns + Nosin ns, (8) — Man sin ns+ Noncosns,0]- 
Ecuațiile care determină pe M, şi N, se scriu 


2r 
| EL sin n sF [s, co (8), 2 (8),0]ds=0, 
„0 VP 


7 —— 0081 8 F [s, 2 (8), &e (8), 0]ds = 0 


“0 


deci 
P (Mo, No) =( PF (5, 9(8) + Mocosns + Nosin ns, e (8) — Mynsin ns + 
0 


+ Non cosns,0]sin ns ds =0, 


9(Ma, No) =(- F (8, (8) + Mocosns + Nysin ns, (8) — Monsin ns + 


“0 


+ Non cos ns, 0] cos ns ds =0, 


9 (P, 0) 


=£F0. 
O (Mo; No) 
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2” Să considerăm ecuaţia 
Ș 1 | 
bi Ia z + f (1) == 0I [i,z,ă, e]. 


Sistemul în variaţii nu are alte soluţii de perioadă 2 decît soluţia 
banală, deci pentru |e | suficient de mic există o soluţie periodică de 
perioadă 2x unică. În acelaşi timp, toate soluţiile sistemului generator 
sînt periodice cu perioadă 2n x, funcţiile f şi P' avînd perioadă 2r au 
şi perioadă 2 n x , deci în vecinătatea soluţiilor sistemului generator care 
verifică relaţiile din teorema 3.8 pot apărea pentru |e | suficient de mic 
soluţii periodice de perioadă 2nx care nu mai au perioadă 2r. 
Oscilaţiile de acest tip se numesc subarmonice iar fenomenul descris mai 
sus a fost numit de Mandelstamm şi Papalexi care l-au descoperit în 
1932, rezonanţă de genul n. 


În încheierea acestui punct să facem cîteva observaţii asupra sta- 
bilităţii soluţiei periodice a sistemului (6) în cazul cel mai simplu. Să 
presupunem că soluţia banală a sistemului (8) este asimptotic stabilă ; 
atunci, evident, sistemul (8) nu are alte soluţii periodice decît cea banală şi 
pe baza teoremei 3.7 sistemul (6) admite o soluţie periodică unică z (î,=) cu 


lim z (î, e) = z(t)- 


Să facem în sistemul (6) schimbarea de variabile y = x —sz(t,e). 
Obţinem 


= = Xa [y + z(t,e),t] +A. [y+ z(t,e),t,c]— 


— Za lat et e Zale ct e] Sol + og) + 
+ e Sale ete), o(1g])= > Fota (00) 4 | 2 Xolet ou _ 
m Qz Oz 
E 0Xo oo dure 0X. [z(t, Sita) iai) 
m Oz 


Pentru |<| şi |y| suficient de mici avem 
aa Xeo [o Chr] y ke 0OX.lLzl(t, e), t, e] y + 
Oz Oz Oz 


+ o(1y])|<Blgyl 


cu f oricît de mic; cum prin ipoteză soluţia banală a sistemului (8) este 
asimptotic stabilă (sistemul (8) fiind un sistem liniar cu coeficienţi perio- 
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dici, soluţia este uniform asimptotic stabilă, deci exponențial stabilă), 
rezultă că putem aplica teorema fundamentală de stabilitate după prima 
aproximaţie şi deducem că soluţia banală a sistemului în y este asimptotic 
stabilă. Am stabilit astfel următoarea : 

PROPOZIŢIE. Dacă soluția banală a sistemului în variaţii (8) este 
asimplotie stabilă, atunce: pentru | | suficienti de mic sistemul (6) admite 
0 soluţie periodică unică x (i, e) cu proprietatea 


lim 2 (î,.)= za(4) 


şi această soluţie este asimptotic stabilă. 


$ 5. METODA LUĂRII MEDIEI 


În cele ce urmează vom prezenta unele cazuri particulare ale metodei 
generale elaborate de N. M. Krilov şi N. N. Bogoliubov, cunoscută sub 
numele de ,,metoda luării mediei”. Această metodă se aplică şi în pro- 
blema soluţiilor  aproape-periodice. 


Să presupunem că sitemul generator (7) admite toate soluţiile 


periodice de perioadă vw. Fie z(f, h) soluţia generală a sistemului 
generator. Facem schimbarea de variabile z = z, (î, 2). Obţinem 


da Ca (6): Cu) CE cele 200 ele a 06 290 


di ot 02 di 
Dar 
Oz, (î, 2 
“Sa 2) = o [2 (î,2),t], 
/ 
iar faptul că z, (i, h) este soluţia generală a sistemului (7) arată că ma- 
tricea Sao (6,2) esteinversabilă, deci, 
2 
dz 10 
ae ellieia), Su 
unde 
Oz (î,2)Ț! 
Z(i,2, e) = pa X, Lao (6,2), e] 
Oz 
Fie 


Zu (2,.) = | Z (î,2,e)a 
4 .0 


și fie (* o soluţie a ecuaţiei Z, (2, 0)= 0. Facem schimbarea de varia- 
bilez =%-+o. 
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Obţinem sistemul 


db 
EETI = e B(t,b,c), 


unde B(î,b,.)=Z(î,t'+b,e), deci B(î,b,s) are aceleaşi proprietăţi 
de regularitate ca şi Z şi e periodică în t cu perioadă vw. Fie 


Blue) (2 (6, b, e) at. 
4 .'0 


Avem evident B, (0,0) =0. 


Notăm 
B' (£, b, e) = B (t, b, e) — Bo (d, e); 
rezultă 
A B" (6, bie)dt = 0. 
49 
Fie 


—— 


Fi ț 00 
B: (4, b,) = ez" B"(s,b,c)ds =| em B* (i — 0,0, e) de = 
co « O 


co (n+1) o i 
acre y, ii BP (î—so, b, e) e —n(s—no)do — 


n =0 n 
scz Semel e-* B' (i — s,b,<)ds = ară e—” B" (î — s, b, e)ds. 
n=0 0 0 
Fie 
B"(0,b,c) =| B"(£,b,e)dE. 
e 0 
Avem 


B, (i, b,e) aci e": B' (îi — s,b,<)ds = 
A: altar 


0 


e 1 s-a p.; * e—n ; * 
= a, oo (obc)de = | B'tobeăo = 
—nt ţ 
ie Sa e dB” = 
1 ear eo —o 
e—x Ti * + * + | 
e e o LLC aie bad d ta 
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MO (e vauaa Z% 
mira $ e" B'"(c,b,s)do = B'""(t,b,)— 
—nt ţ 
ai e“ B'" (o, b, =) do = 
1 — ee l—o 


= B"(6,b,e) e ara 


= 6-10 


| em B(i—s,b,=)âs. 
'0 


Deoarece B*(t, b, e) are valoare medie nulă, rezultă că B** (ţ,b, =) este 
periodică deci mărginită. Obţinem astfel evaluarea 


Bd) <u+u Al e—"*ds=—92M, 


| — ere „0 
Facem schimbarea de variabile b = h + e B,(t,h,e). 
Obţinem 
dh OB, 9B, dh 


e e dp >EeB>=eBoteB A 


Be (h + e B,,.) = Bo (he) + O(c) = Be (8,0) +0 (e) = Hh + B. (h)+O (9), 
unde 


9 
H = = Bo(0,0); |B, (B)l Sul: .- 


Din 
Bo (b, 5) = = B (, b,)dt =] Z (4, + b,c)dt=Za(% + b,e) 
GO .'0 G Jo 
rezultă că 
0 Ze (3,0) î 
02 


II = 


Mai departe, avem 
B* (î,h +eB,,.)= B* (î,h,c) + O (e) 


Şi 
AI 
27 dl 
Rezultă 
(are Oa JO = e ate B(h) te B* (i he)—e E" (he) + 


+ en Ba(t, he) +eO(e). 
Luăm y =e; din |B, | <2M rezultă 
nB, (£, h, e) = O (e), 
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deci sistemul devine 


OB, în _ 
(ze FIA ap > e Hh+eB.(h) +e0 (e) 
Dar 
OB. _( OB" 
E a = |. en — ds; 
. este ca şi B* periodică de perioadă « şi cu valoare medie nulă, 


deci Da este ca şi B, mărginită. Rezultă e Za = O (e) deci 


ae EEE, | 
(2 PE 2-3 -B2+0(-). 
Obţinem în definitiv 


e = <Hh + eB.(h) +<O(). 


Facem schimbarea de variabilă independentă 7 = ef. 
Sistemul devine 


H+ 8.) +00), (11) 


unde termenii O(=) sînt periodici în + cu perioadă e w. Presupunem că 
valorile proprii ale matricii H au părţi reale diferite de zero. În acest caz 


sistemul = — Ah nu poate avea nici un fel de soluţii periodice diferite 


T 
de cea banală. Matricea Green corespunzătoare condiţiilor de periodicitate 
h (0) = h (e) este 


G(î, 8) = ef [E —etHoj-i e—Hs — et [[ — esoEj-, 0 Csi Sev, 
G (î, 8) — ei tteo— [[ — eeiHţ- 0 Lia Cev. 
Rezultă că avem |G(î, s)| < ij căci [E — e*eE |-l admite o astfel de 
€ 


evaluare. Sistemul (11) va avea soluţie periodică de perioadă e we dacă 
ecuaţia integrală 


(0) =) Gen LB. hte)) ro e)âs 
are soluție. Fie O (7) operatorul definit de 


a) =0 Gps) [Bu(6)) + 0(e)lâs; 
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pentru ||h|| < 1 avem 


| ah) <eot( + Xe); 


1 l 
dacă BB < ——— sie <———— rezultă |O(h)|l! <7, deci 9 aplică sfera, 
B af i* 2M | (h)] , p 


|h|| < £ în ea însăşi. 
La îel se vede că 


(n) — Aha < (BI ha — hall + Nela — hal) 
Şi dacă < e suficient de mic, O este contracție. 

Deducem că pentru |e| suficient de mie O admite un punct fix 
unic, căruia îi corespunde o soluţie periodică de perioadă e w, unică, a siste- 
mului (11); această soluţie pentru e — 0 tinde către soluţia banală » =0. 

Revenind la variabila independentă i deducem existenţa unei soluţii 
h(t,<), periodică de perioadă w, unică, care pentru <-> 0 tinde către so- 
luţia banală P=o0. 

'Ținînd seama de schimbările de variabile făcute deducem existența 
unei soluţii periodice de perioadă vw, b(t,=), care pentru e-—> 0 tinde către 
zero şi deci existenţa unei soluţii periodice z (î,e) a sistemului (10) care pen- 
tru e —> 0 tinde către %*. În sfîrșit, va rezulta existenţa unei soluţii pe- 
riodice z(î,.) = o (t,2 (1,=)), de perioadă vw, a sistemului (6), care pentru 
e — 0 tinde către z(î,%”). 

În plus, dacă valorile proprii ale matricii H au părţi reale negative se 
vede ca mai înainte că soluţia h (7,)este asimptotic stabilă, deci soluţia, 
z(t, e) rezultă asimptotic stabilă. Să observăm în încheiere că cererea ca H să 
nu aibă valori proprii pur imaginare poate fi înlocuită cu aceea mai slabă ca 
det H =£ 0, căci dacă H nu are valori proprii nule, pentru e suficient de mic, 


M 
e w — 
= 


sistemul 2 — Hz nu poate avea soluţii periodice de perioadă e w. Am 


demonstrat astfel următoarea teoremă. 
TEOREMA 3.9. Dacă soluția generală zo(t,h) a sistemului generator (7) 
este periodică de perioadă vw, îar t* este o soluție a ecuaţiei 


Ze (2, 0) = 0 
astfel ca 
0 
det „0 Ltd), 2.0 
02 
unde 


Zale, 0) = (200) zuza izybola, 


atunci pentru e suficient de mic există o soluţie periodică unică de perioadă 
«o a sistemului (6) cu proprietatea lim z(î,€) = (4,0). 
.— 
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a „, 0Z(00%0) RE 
Dacă valorile proprii ale matirieu E Pau au părți reale negative, 
2 
această soluție este asimptotic stabilă. 
Observaţie. Afirmația teoremei, în afară de concluzia asupra stabilităţii 
decurge şi din teorema 3.8 căci dacă soluţia generală a sistemului (7) e 
periodică, de perioadă w, atunci sistemul (8) are n soluţii periodice de perioa- 


Să | 
to | .„ Interesul 
z 


metodei luării mediei constă în faptul că ea se poate aplica și la cazuri 
mult mai generale, în particular la problema soluţiilor aproape-periodice. 
Pentru a formula un rezultat relativ la soluţiile aproape-periodice 
avem nevoie de o lemă datorată lui N. N. Bogoliubov. 
LEMĂ. Pie f(î, 2) o funcţie definită pentru i real și zEE, unde E este 
o mulţime compactă dintr-un spaţiu metric. Presupunem că în orice punci 
din E avem 


dă « liniar independente şi matricea W coincide cu 


Î +7 
lim ZI f (i, 2)dt = 0 
t 


T — ao VA 
uniform în rapori cu t, şi în plus că există M şi A astfel ca 


(6 2) <N, If(tz )—fibz)|l<sip(z,z); 
de aici rezultă că limita e uniformă nu numai în raport cu t ci şi cu (i,z). Pie 


Fe (b 2) = ) e ni f(7, a)dr. 


Atunci 


ai ) 


|fa (6 2)] <C— pentru —x<i<o, ztE, 


unde i C(m)=0. 


Condiţiile lemei sînt verificate în particular dacă f(t,) este aproape- 
periodică în raport cu t, uniform în raport cu z, şi are valoare medie nulă. 
Demonstrație. Avem 


00 90 (n + 17 
(D= erfi-oăs = şi ear f(î— 0, )e-n0—n2 do. 
0 


n=0 NT 


Mai departe 
(n + 1) 7 
|f.(62)! =|5 d ri (f(t—0, memo) + 
«nT 
(n + 1)7 


Şemnzi” f(i—o,a)ăs- 


n=0 aNRT 


00 (n4+ 1)7 00 
See” ioana ea-arăa|c Șie m 
R=0 n=0 


„n? 


+ f(t— o, 2) —f(i — oc, z)) do 


(n+1)T 
| f(î—o, 2) ds|+ 


nT 
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Go (n+1)7 
+ MU Şeomr (1 — enea)do = 


n=0 „nT 


n+I) 7 
= ȘI mr |. f(î — o, 2)ăs 


90 PT 
+ M Și eomrl (1 —e—m)ds = 
n=0 + 0 


n=0 PT 
ez pi —o,aăs|+ NA —(7+ A (er —1) 
=> — 0, 4)do —————— — (en! — = 
A „NT d ae | Y 
00 (n+1) 7 
pa e—nn7 | f(i—s, z) do dili E SR 
n=0 „nT 1 —e— Y) 
Go (n+1) 7 
= Şi emz]| f (i — o, 2) do + an) 
n =0 «RT Y] 

unde am notat 

LI l—e m 
Avem 

ex =1l—nP-+o(n), 
deci 

1—e” =nT+o(mn), 
deci 

= 0 = | T = ue, 
LU nT+o(m) n(2 n — o0(m)) 
Rezultă 
O (7) 
Ca (în) = M——————— 
| i n L+o(m) 

deci 


N—0 
Conform ipotezelor, 


| = (7 (s, 2) ds 


<s(7), lim <(7)=0. 
T— 00 
Rezultă 


1 Ca (n) i 
fa (& 2) < d în es daia 
Alegem pe 7 ca funcţie de 7 definit de ecuaţia l-e"! =e (7). 


Cînd 7 —> 0, se capătă "PD (7) — 0; într-adevăr, dacă 7 este mărginit, 
relaţia e evidentă, iar dacă 7 — oo rezultă e (7) — 0, deci 7 7 —0. Notăm 
n T (m) = Ca (m) şi deducem 


foc a at), 
T] 


T) 
unde î2(n)—> 0 şi &.(m)—0. 
Lema e demonstrată. 
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Să considerăm acum sistemul (6) presupunînd că AX, şi X, sînt aproape- 
periodice în , uniform în raport cu celelalte argumente. Presupunem de ase- 
menea că soluţia generală za(4,h) a sistemului (7) este aproape-periodică, 
în t, uniform în raport cu h 

Facem din nou schimbarea de variabile 2 = z(t,2) şi obţinem sis- 
temul (10) unde de data aceasta Z(t,2,) este aproape-periodică în ț, uni- 
form în raport cu celelalte argumente. 


Fie 
1 T 
Ze (2,e) << lim 5) Z (tz) ăi 
Too  Ţ 0 
şi (* o soluţie a ecuaţiei Z, (2, 0) = 0. Facem schimbarea de variabile 
2= tt + b. Obţinem sistemul 
db 
— =eB(t,b,e 
di (î, 2 ), 


unde B(t,b,) are aceleaşi proprietăţi de regularitate ca şi Z şi e aproape- 
periodică în t, uniform în raport cu celelalte argumente. Fie 
7 
B, (bye) = lim i B(t, bye) ai: 
0 


T — 20 


avem Bg (0, 0) = 0. Notind 
B* (î,b,s) = B(t,b,s) — Ba(b,e), 


rezultă 
1 T 
lim if B* (6 be)ăt =0. 
T—ao 0 
. &() . 
Pe baza lemei deducem | B, | < 
L/ 


Facem schimbarea de variabile b =h +eB, şi obţinem, alegînd 
n =, sistemul 


e Seth + eB(h)+teTt,e), (12) 


unde I e aproape-periodică în t, uniform în raport cu celelalte argu- 


: (î) i 
mente şi |I | <y(e), Ei <y(e) cu lim (e) =0. 
Oh £—0 
Vom presupune că valorile proprii ale matricii H sînt cu părţi reale 
negative şi vom demonstra că pentru 0 <e <e, sistemul (12) are o so- 
luţie aproape-periodică unică, care pentru e —> 0 tinde către zero. Conside- 
răm sistemul 
dy 


== ÎI 
dt 
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Şi formăm funcţia 
Vp = Ivnpharr- sup Iute) 
Avem 
ya<vp< y |, 
Cac1 
y(îy|<Ke-*, 
Vp) = (yo) < (pat la Dn — sl 


tra sup VL (E-F hey) —Y Lu (60) 


h—0+ h 


<—ly (yo): 


Folosind această funcţie, deducem ca în demonstraţia teoremei 3.4 că sis- 
temul 


dh 
— = e Hh i 
îi e Hh + f() 


admite pentru orice f aproape-periodică o soluţie aproape-periodică unică, 
ho(), pentru care are loc evaluarea 


(0 < 2 sup fl. 


Fie hg(t) soluţia aproape-periodică a sistemului 


dh 
Pra e Hh + e IL (4,0,e). 


Avem 


hot] < eye) Le). 


€ 
Fie Ph, (î) soluţia aproape-periodică a sistemului 


h 
= = eHh +eB, (hu (6)) + e T (6, ha (0yc)- 


Presupunem prin inducţie | ho ()| <2 Ly (e). Atunci 


| Ba (ac (6)) | <4uL2y2(e), 
deci 


(6)! < Ze (4 p Laz (6) + (6) = Ly (e) Au 2 (6) +1]. 
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Pentru e suficient de mic rezultă > (e) < î şi deci 


[2 
ha (0| <2Ly (e); 
pe baza raționamentului prin inducţie rezultă că pentru toţi k avem 
evaluarea scrisă. Fie acum 
le (6) = ha (0) — ha (0): 
Avem 
dura (0) _ husa ___Ah 


e e Eh (0) + e Ba (had) + 


+ e T (£,h,(6),e) — e Hh,(t) — e B, (ha (6) — ce T (î, ho (6), 5)= 


= E H pa (6) + e [B. (hm (0))— Bal ha. (0)]-+re LE (î, ha (6), 5) —T(L, ha (6), 5)]- 
Avem 


| B, (u) — B.(0)] <u(lul+ lol)lu=—ol, 
deci 
| 8, (4, (0) — B. (ha (0))] <tuLy(e)supll|. 
Rezultă 


L 
a (Ps e(4uLy(e)sup|!,| + y(e)sup |, | <Ly(e)sup || 


de unde pentru > (2) < — rezultă convergenţa uniformă a șirului de apro- 


1 
ximaţii succesive către o soluție aproape-periodică a sistemului (12). 
Ținînd seama de evaluările aproximaţiilor succesive se deduce că această 
soluţie tinde către zero cînd e —> 0. Dar atunci, ţinînd seama de schimbările 
de variabile efectuate, rezultă existenţa unei soluţii aproape-periodice 
unice asimptotic stabile, z (î,=), cu proprietatea lim z (î,s) =o(t, 3”). Am 
.—0 


obţinut următoarea teoremă : 

TEOREMA 3.10. Dacă în sistemul (6) funcţiile Ag şi A, sînt aproape- 
periodice în î, uniform în rapori cu celelalie argumente, iar soluţia generală 
zo(t,h) a sistemului (7) este aproape periodică în i, uniform în raport cu h, 
și 2 este o soluţie a ecuaţiei Zo(2,0) = 0 astfel ca valorile proprii ale matricii 

0Ze ((,0) 
02 
există o soluţie aproape-periodică unică a sistemului (6) cu proprietatea 


să aibă părţi reale negative, atunci pentru e suficient de mio 


lim z(î,€) = z(t,(0). 
.—0 
Aici 


1 (7, (90z(t,2) 
Za (2,0) = lim zi aia XE, [o (6, 2)4,01dt. 
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$ 6. METODE TOPOLOGICE 


Folosind unele metode topologice se pot obţine în teoria sistemelor 
cu parametru mic rezultate puternice, în care condiţiile impuse sistemului 
generator sînt foarte generale şi au un caracter intrinsec. 

TEOREMA 3.11. Dacă sistemul generator (7) admite o soluție periodică 
Zo (î) asimptotic stabilă, atunci pentru |e | suficient de mic sistemul (6) 
admite o soluție periodică z (î,) cu proprietatea că 


lim z(t,s)=az(d). 


Demonstratie. Ne sprijinim pe următoarea teoremă a lui F. Browder. 
Fie X un spaţiu Banach, S şi $, mulţimi deschise și convexe din X, Ss 
închisă şi convexă, 8, CS, CS, fo aplicaţie compactă alui S în X ;pre- 
supunem că există m natural astfel încît f» este definită pe S,, fi (8)C 8, 
pentru 0 <j < n, f” (8) CS; atunci f are un punct fix în Sp. Vom aplica 
această teoremă în cazul particular cînd X este spaţiul euclidian n-dimen- 
sional ; în acest caz va fi suficient ca f să fie continuă. 

Fie z (î, p,e) soluţia generală a sistemului (6) cu z(0,p,<) = p. Consi- 
derăm transformarea f (pe) = z(w,p,e) şi demonstrăm că ea îndeplineşte 
toate condiţiile din teorema lui Browder, dacă e e suficient de mic; va re- 
zulta că pentru e suficient de mic există un punct fix, şi din z(w,p,.)=9 
rezultă că soluţia corespunzătoare e periodică. Vom face demonstrația 
luînd zo(t) = 0 deoarece ajungem la acest caz printr-o simplă schimbare de 
variabile. Sistemul (7) fiind periodic, stabilitatea asimptotică e uniformă, 
deci există 3, > 0 şi două funcţii 5() şi T(n) astfel încât |p| < 8(m) im- 
plică |z (î,p) | <7 pentru i > 0 şi|p| < 8, t> 7 (m) implică | (t,p)]|<r. 


A 1 1 1 
Fie 5, = 5[-—|,0 < n <min]5 (32. T = T|— 5|— 
1 2 ) L/ | 02 2 1 |ţ> 2 | 2 L/ 
m cel mai mic număr natural astfel ca mw> 7. Fie S sfera |p| < 3,. Atunci 
lzo(t;p) | < za pentru p€8, î:>0. Dacă |e| e suficient de mic, rezultă 


lz(t,p,.)| < a pentru pES8, 0 <t -< m, pe baza teoremei de continuitate 
a soluţiei în raport cu parametrul. De aici rezultă că pentru p € S avem 
If(ps)| <a. Rezultă tot de aici că soluţiile z(t,p,=) sînt prelungibile 
dacă p € $ deci operatorul f şi iteratele sale f;, (3=—1,. . .,m), sînt definite pe S. 


Fie £, sfera |p| <n şi S sfera || < (za) Pentrutzi < nt 0 


avem |z,(î,p)| < — d, căci n < (3 .) ; pentru |e |suficient de mic re- 
zultă |z(t,p,2)| < 5, pentru 0 Ci < mo, deci fi($,) C 8, (3 = 1,...,m). 
Pentru |p | < | ni>0 avem |z9(t,p) | < 3 7, deci pentru | | sufi- 
cient de mic |z (4,p,e)| <ndacă |p| PA (za), Oi mu, ceea 


4 
ce arată că fi (S9) CS, pentru 0 <j Cm. 


262 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE 


Din n < 8 rezultă că pentru pEs,, ît> 7, avem |a(t,p)l|< 


< ZI E n] , deci pentru |e| suficient de mic rezultă |z(m o,p,e)| < 


a (3-a) aaeă DES, adică f»(S8,) CS. 


A 


Toate condiţiile din teorema lui Browder rezultă verificate, deci 
este demonstrată existenţa unui punct fix în Sp. Se vede că S, poate fi aleasă 
arbitrar de mică, dar atunci e trebuie luat mic. Aceasta înseamnă că '80- 
luţia a cărei existenţă am demonstrat-o tinde către zero cînd e — 0. Teorema 
este complet demonstrată. 

TEOREMA 3.12. Fie X, analitică : 


Xe (x,0)=IX5 (a, ro (a,0)+..., m>2 
XY fiind forme de gradul k în coordonatele lui z ; presupunem că | Xe (tdi 
0 


are punctul z = 0 ca punct singular izolat. Dacă indicele punctului 2 — 0 


0) 
în câmpul de veciori ne, X$” (,t)dt este diferit de zero, atunci pentru | e | 
4 Jo 
suficient de mic sistemul (6) admite o soluţie periodică de perioadă w care 
pentru e > 0 tinde la zero. 
Demonstraţie. Considerăm sistemul 


dz 
d 

Soluţia lui generală se scrie 
= As (02 + Az(t, o) +... FA) +... 


unde A,(t,2,) sînt vectori ale căror coordonate sînt forme de gradul F 
în raport cu coordonatele lui z,, cu coeficienţi funcţii de î. Înlocuind în sis- 
tem se capătă 


= IX (2,0420 "(a +... 


dA pp ha pp dA 


di Ol ot 
= X9" (Asco kA th. FA ter... 
Se obţin relaţiile 


a 


dA, O Aa 0 An (m) 
— Q caiete: —— (4) . . « E ț ş. 
di 3 3 3 i dt — 0 (4, 07 , 


Rezultă de aici | 
AB, A. Am 0, Aa 2) = m (a dat. 


0 
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Deducem că soluţia generală a sistemului (7) este de forma 
t 
e (î) = a + | (a) dt+.. 
0 


unde termenii nescrişi sînt de grad superior în coordonatele lui z,. 
Considerăm acum câmpul de vectori 


u (2) = 2(0) — Zo = (cp thăt+. 
«0 


Acest cîmp are punctul z, = 0 drept punct singular izolat deoarece 


acest lucru este presupus pentru cîmpul E: Xo” (o, t) di. Deoarece in- 


dicele punctului z, = 0 în cîmpul za 5” (0, t) dt este diferit de zero, 
G) JO 


rezultă că indicele punctului z, = 0 în cîmpul u(z,) este diferit de zero. 
Să considerăm şi cîmpul 4. (20) = 1(o, 2050) — 2; NON AU Z (o, Zo £) = 


= (6, 29,0), deci pentru |e | suficient de mic rotația cîmpalui UWe (29)pe o 
sferă care conţine originea va fi egală cu aceea a cîmpului u(9). Deoarece 
indicele originii în câmpul u() e diferit de zero, rezultă că dacă sfera e sufici- 
ent de mică atunci rotația cîmpului u. (2,)pe această sferă va fi diferită de 
zero. Dar atunci cîmpul u. (2) va avea în domeniul interior sferei un punct 
singular, deci un punct pentru care ue (79) = 0, adică z(o, 2o,c) =; 
acest punct corespunde unei soluţii periodice. Teorema e demonstrată. 

Observaţie. Dacă punctul z = 0 este asimptotic stabil pentru siste- 
mul (7), indicele său în cîmpul (kw) — z, este, pentru F suficient de 


ko 
mare, egal cu +1, deci indicele său în cîmpul | 0” dt este diferit de zero. 
4.0 
Dar 


kw ă) 
| XX” dt = Zi x” di 
GO JO 


ko o 


și condiţia din enunţ e verificată. Regăsim astfel un caz particular al teo- 
remei 3.11, 

TECREMA 3.13. Dacă sistemul (7) nu depinde explicit det, dacă Xe (2) 
admite în z = 0 un punct singular îizolat care nu este punct de acumulare de 
soluţii periodice cu perioadă w' < w și dacă indicele punctului z = 0 în câm- 
pul Xo(2) este diferit de zero, atunci pentru |e | suficient de mic sistemul (7) 
admite o soluţie periodică de perioadă w, care pentru s—+0 tinde către zero. 

Demonstraţie. Ca în cazul teoremei precedente vom arăta că rotația 
cîmpului ue (£)este diferită de zero pe o sferă suficient de mică cu centrul 
în origină, arătînd că indicele originii în cîmpul u(,) este diferit de zero. 
Pentru aceasta vom arăta că indicele originii în cîmpul u(z) coincide cu 
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indicele în cîmpul X (2). Definim cîmpul W (x, 1) = Ed [2 (7, 29, 0) — 2] 
OT 


pentru 71=£0, W(2.,0) = Xo(0o)- Deoarece z (î, 29, 0) pentru ît=0 
este chiar X, (0), rezultă că lim W (2, 7) = W (20,0), deci cîmpul W (2,7) 
T=—0 


depinde continuu de 7. Cîmpul W (2, 7) =£ 0, 0 < rs, pe o sferă suficient 
de mică cu centrul în origină, deoarece am presupus că origina nu e punct 
de acumulare de soluţii periodice cu perioadă w' < ce și deci z (cor, 2o> 0) F 2 
pentru 0 < 7 < 1. Cîmpul W (2,7) reprezintă o deformaţie continuă a 


cîmpului Ag (2) în cîmpul — 4 (2) şi deoarece W (24,7) £0 rezultă că 
QG) 


indicele originii în cele două cîmpuri este acelaşi. Teorema este demonstrată. 


$ 7. SISTEME AUTONOME 


Problema soluţiilor periodice prezintă anumite particularităţi în 
cazul cînd funcțiile X, şi X, nu depind explicit de ț, deoarece în acest caz 
soluţiile periodice ale sistemelor (6) şi (7) au în general perioade diferite. 
În cele ce urmează vom prezenta teoria completă a sistemelor autonome cu 
parametru mic, urmînd calea geometrică folosită sistematic de M. Urabe. 

Considerăm sistemul 

dr 
— 4 (3). 13 
PR (2) (13) 

Presupunem că acest sistem admite o soluţie periodică z = u(t) 
de perioadă «. Pe baza teoremei de unicitate rezultă că X[u(t)]£0 
Alu (6)]. 
Xa (0 
condiție Lipschitz locală, curba z = X (î) nu acoperă întreaga sferă unita- 
te, deci există un vector unitar e, astfel încât X(4) să nu coincidă cu —e, 
pentru nici o valoare a lui î. Plecînd de la vectorul constant e, con- 
struim un sistem ortogonal şi normat de vectori e, ez,...,e,„. Notăm 


cos 6, = 
1 cos 6, (a +4), 
v = 2,3, ...,m. Deoarece X (î) nu coincide nicăieri cu —e,, rezultă că 
1 + cos6, 40. Vectorii £, sînt funcţii de t, periodice cu perioadă cw şi 
au aceleaşi proprietăţi de regularitate ca și X (î). Vectorii (X (î), Ex, Eos - - -;Ea) 
formează un sistem ortogonal, normat. Să verificăm aceasta: 


(E, X)= e. [eu X)+ 


pentru toţi î. Notăm X = Dacă n >3 şi dacă X verifică o 


cos0, = (X(t), e) şi formăm vectorii £, = e, — 


cos 6, 


cos0, = = 
X), AX l=— (e, , XX) ——————————— 
1 Cal, Sia aci, 1 + cos6, 


Ni 1 + cos0 
cos 6, 


XX =— 0089, — ————— 
E cuc 1 + cos0, 


(cos 0, +1) =0, 
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cos O, cos 0, = 
ă = le, — i Ă == 
(5, E) | Ep Rl le Ep 8] 
Cos Ov cos 6, cos 0, 
> [o — et Bu =[e PI pay 2, aicea aicea zesa.71 Na 
1 + cos0, 1 + cos, 1-+cos?, 
__ 0080, ]=a __ _COs0„ cos0, „ cos, cos6, 
1 + cos, să 1 + cos, (1 + cos0,)2 


cos0, cos, cos0, 
(1 + cos 0,)2 


+ == duy e 


za X! 2 a 
În cazul n = 2, fie X = (_ ; luăm &2= | __ și sistemul (4, £,) 
X2 —X 1 
este ortogonal şi normat. 
definitiv, rezultă că soluției periodice u(i) îi s-a atașat un sistem 
de vectori ortogonal şi normat, avînd drept unul din vectori pe X (vectorul 
unitar al tangentei la curba 2 = u(t)) format din vectori periodici de perioadă 
co; Cu aceleași proprietăţi de regularitate ca şi AX). 
Cu ajutorul acestui sistem ortogonal normat facem schimbarea de 
variabile dată de relaţia 


z = u(0) + 8 (0), 


S (9) fiind matricea ale cărei coloane sînt vectorii £,(0); 0 este un sca- 
lar, iar y un vector de dimensiune n— 1. Verificăm că relaţiile care defi- 
nesc schimbarea de variabile sînt inversabile în vecinătatea curbei 2 = u(t). 
Avem 

(00 0 e caca 02) 


O (91, ..., 9", 0) lu=o 
unde am notat cu ($,4) matricea ale cărei prime n — 1 coloane sînt for- 
mate din coloanele matricii S, iar ultima coloană este X. 

Mai departe, 
det (S (0), X Lu (0)]) = det (8 (0), | XLu (0)]1| X[u (0)]) = 
= | X[u (0)]| det (5 (0), Z[u (0)]) = |X[u (0)]] 20. 
Am folosit faptul că sistemul (£,, ..., E„„X) este ortogonal şi normat, 


i cai 1 n 
deci determinantul matricii (S (0), X (0)) este 1. Rezultă sa Ea Mi 
7 RE, a 

şi transformarea este inversabilă local. Prin această schimba,re de variabile 

curba z = u(t) devine y = 0, 0 =. Să vedem ce formă capătă în noile 
variabile sistemul (13). Avem 

dz __ du (6) dd, dS (0) d0 

dt d di dO di 


= det (8 (0), X [u (0)]), 


y + 8 (0) 2 = X(u (6) + 8 (0)y] 
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<eci 
dO  d0 d$(9) 
Dd 0)]— + — 
Lu (0)] dt di do 


Înmulţind această relație cu X* [u (0)] şi ţinînd seama de faptul că 
XS = 0, obţinem 
d 


se (1 Ztu eri + 2" (u (6) 


y + 8 (0) 9 = X[u (0) + 8(0)y]. (14) 


i = ZX" [u (0)1Z lu (0) + S(0)g]. 


Pentru |y | suficient de mic coeficientul lui E nu se anulează, deci în 
vecinătatea curbei z = u(t) obţinem 
d0 _ X'[u(0)]X[u (0) + S(0)y] 
di i dS (0 
Du (0992 + Zrt (0) SD 


Înmulţind relaţia (14) cu £; (0) şi ţinînd seama de proprietăţile de orto- 
gonalitate, obținem 
dO „. d8 dy 
p Eu ET LA? Zu X Lu (0) + 8 (0)y] 
deci 
dy” A 
je raba Za (0) X [u (0) +8(0)g] — 


AX Lu (0)] X[u (0) + 8 (0)9] E: 
|.X [u (0)] | + X"[u (0)] AS (0) 


— e 


do 
În definitiv sistemul (13) se înlocuieşte cu un sistem de forma 
do 


d 
= Y (0,9), PPR du 


dS (0) 
do 


(0) y 


unde se vede imediat că Y şi O sînt periodice în 6 cu perioada vw, verifică 
relaţiile O (6, 0) = 1, Y(0,0)==0 şi au aceleaşi proprietăţi de regula- 
ritate ca şi X(z). 
Formăm acum sistemul 
dy l 


d9 iza: 9 (6,3) Y (0,9). (15) 


Funcţia pr 


suficient de mic aceleași proprietăți de regularitate ca şi X deoarece din 


este periodică în 0 cu perioada we şi are pentru |y| 


TEORIA  OSCILAŢIILOR 267 


0 (0,0)==1 rezultă că pentru || suficient de mic 0 (0,y)-4£0. Să punem în 
evidență prima aproximaţie liniară în acest sistem. Avem 


Zu (0) + 8(0)y] = Xlu(0)] + o 8 (9)y + O(lyl2, 
deci 


X [u(0)]X [u(0)+8(0)y]= | X[u(0)] |2-- 4” [u (0)]4 (0) 8(0)y+0 (1 12), 


OXLu(0)]. 
Oz 


unde am notat A (0) = Rezultă 


1 
X'[u(0)]Xlu (0) +8(0)9] 
VDO) 7 ș ZX Lu(0)1 400) 8(0)y 
| X [u(0)] |? 
= real 1 — Fe (01410)860)5 
LX Lu (0)]2 |X [u (0)]]2 
Mai departe, 
1 
O (0,y) 
rail 1 — PE 0OI46 (03 
X [u(0)]l2 | X([u (0)] [2 


+ o (17) 


oh) 


= (Iza (Oa + Xa) 


+0 dh i=2 +09); 
Y= (0, y) = E3(0)X[u(0) + 8 (0)y1—0 (6,y)£; 0) 


deci 


1 Li 
910.) 7100 — Drop ENI Dal) 4008 (0)y os) — 


__pa dS (0) 
Eu (0) î6 
Rezultă 


y=(1-5 0 (|) (E3(0) 4 (0) 8(0)y +-o(ly)— cs) O, 


dy dS (0) 
= = [480 isa IE EREZIE) 


Sistemul (15) se scrie deci 


dy 
— = B(0 == 5 
ŢI (9) 7 o (17|) 
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unde elementele b,, ale matricii B(0)sînt date de 


bme(0)= E3(0) (4 (093 (0) — de] 


şi sînt funcţii periodice de 0 cu perioadă vw. 
Vom numi sistemul 


dy 
—“ = B(0 
16 (0) y 


sistemul în variaţii normale. Să considerăm sistemul 
dv 
— = A (0) 
16 (0) 9, 


aalică sistemul în variaţii corespunzător soluţiei u(0). Scriem vectorul v 
în sistemul ortogonal normal (X,E, ...,E,): 


o (0) = p (0) Flu (0)] + 5 p (0) E, (0). 


Căutăm ecuaţiile pe care le verifică p* (0). Avem 


d 


dp” 
pp —— £, (0) = 
dO trap 0) 


do dp a 
19 — SE Xu(0)]-+p 40) Fe E 


= 4pXlu(0)] + Şp (0) 4 (0£(0). 


v=2 
Cum 
du — x[u (0) 
d 
rezultă 
dp Ea „ AP “ 
XX (0 „= A (0 ye 
16 [u (0)] + Sp aie d AP (0)£ 


Înmulțind cu E; căpătăm 


LL) 


dp” PR de, (0 
=, Se [408 (0)— 0) = Sb (0) 7. 
dO yo v2 
Am ajuns astfel la concluzia: componentele normale p” ale variațiilor v 
verifică sistemul în variaţii normale. 
Să observăm că din 


du 
Fiu AX [u (9)] 
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rezultă 
A du _ apă 
dt d d 
deci 
du 
— = Ă[u(9 
ŢI Lu (0)] 


este o soluţie a sistemului în variații. 
Fie (0) o matrice fundamentală de soluţii pentru sistemul în va- 
riaţii, a cărei primă coloană e formată de soluţia X [u (0)]. Avem 


D (0) = U(0)C, 
unde U (0) este matricea de soluţii cu U (0) = E. De aici 
D(06-+o)=U(0+o)0=U(0)U(o)0=U(0)00-1U(u)0=0P(0)K, 


unde K = C-1U(w)0; deoarece HK este asemenea cu matricea de mono- 
dromie U («), valorile ei proprii sînt tocmai multiplicatorii sistemului în 
variaţii. Fie ,,. ..,v, soluţiile diferite de X [u (0)] care formează matricea O. 
Scriem aceste soluţii în sistemul ortogonal normat (X, E, ..-., En) 


vw = pyĂlu(0)] + ps Eu 
Relaţia 
D(0+ ou) = P(0)K 
devine 


Xlu (6 + 0)] = Xlu (0) + ŞI v(0)%%, 
(0 + o) = Zu (0) + Şi oa(0) 


Luînd 0 = 0 şi trecînd la baza (X,E,, ..., E,) se capătă 
py (o) lu (0)] + Ap (0) & (o)=ĂX[u (0)] k + 


+ Se [pa 00) Zu 00) + Și pk(0) Ez00)1 3% - 


u=2 


Dar 
u(0) =u(0), E (o) = E, (0), 
deci 
py (0) X[(u (0)] + d pi (6) E (0) =X [u(0)]k, + 9; | Pu(0) Xlu(0)] + 


+ XI pa00) &(0)] 2. 


Xtu (0)] = Zu (09182 + ŞI 000) 
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Vectorii X [u (0)], Z2(0), ---&a (0), sînt liniar independenţi; tot liniar 
independenţi sînt şi X[u(0)], v2(0), ..., v,(0). Rezultă 


la = 1, n = 0, 
L] . 
p (0) =B + Ş kipu(0), pi(o)= 3 ftp“ (0): 
u=2 ai 


Avem det (p; (0))-40; într-adevăr, dacă determinantul ar fi nul, ar 
exista constantele c' nu toate nule astfel ca Y,c' pi =0, deci 


ev (0)= Ve p,(0)X [u(0)] + Vo pie, = 
v y vu 
= d e pu (0) Xlu(0)], 
deci c =0, 9 c*p,(0) =0, ceea ce este contradictoriu. 


Funcţiile , (0) sînt soluţii ale sistemului în variaţii, deci după cum 
am văzut, componentele lor normale p(0) sînt soluţii ale sistemului în 
variaţii normale. Deoarece det p;(0) =£ 0, rezultă că p;(0), v =2, ...,n, 
u=— 2, ...3n, reprezintă o matrice fundamentală de soluții pentru  sis- 
temul în za normale. Fie P(0) această matrice Şi să notăm cu K, 


matricea (i ),—2,....n. Relaţia p' (0) = > pi (0) ki se scrie P(w)= P(0)K, 
Dea 


U= 
şi arată că valorile proprii ale matricii K, sînt tocmai multipli- 
catorii sistemului în variaţii normale. Deoarece ki — 1, ki = 0, rezultă 
că matricea K are forma 
FR — Ș i 


OK, 


Am obţinut următorul rezultat : mubtiplicatorii sistemului în va- 
riaţii normale se obţin din multiplicatorii sistemului în variaţii eliminând 
multiplicatorul egal cu 1 (care corespunde soluţiei periodice 4 [u (9)]). 

Acum putem demonstra o teoremă de stabilitate a soluţiei periodice 

u(t). Această teoremă a fost demonstrată pentru prima dată de Andronov 
Şi Witt. 
ȚEOREMA 3.14. Dacă (n — 1) multiplicatori ai sistemului în variații 
corespunzător soluţiei periodice z = u(t) se află în interiorul cercului uni- 
tate, atunci soluția periodică z = u(t) este orbital stabilă ; aceasta înseamnă 
că dacă z (t) este o altă soluție a sistemului (13) pentru care z(tg) e suficient 
de apropiată de curba 1 = u(t), atunci 


i [z (î) —u(t + c)]=0. 
Demonstraţie. Dacă n — 1 multiplicatori ai sistemului în variaţii 


se află în interiorul cercului unitate, rezultă că multiplicatorii sistemului 
în variaţii normale se află în interiorul cercului unitate, deci soluția ba- 
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nală a sistemului în variaţii normale este uniform asimptotic stabilă, deci, 
pe baza teoremei de stabilitate după prima aproximaţie soluţia banală 
a sistemului (15) este uniform asimptotic stabilă. Dar atunci, pentru 
| y(0) | suficient de mic, avem, lim y(0) = 0, deci din relaţia 

— ao 


o [Lt (0)] = u(0) + 8(0)g (6) 
deducem 
dirn te[t (0)] — u (09) =0. 
Fie 0 < 0'< 0”; avem 


[£ (0%) — 0"7]— [e (07) — 07] -| (2 BE LJae= 
y 


=f (oa jaf ca + o(lyp—a=f odypae. 
A, 9% „% 


9 9 (0,9) 
Dar 
ly(0)| < ke, 
deci 
O(1y|) <Me-*; 
de aici 
0” ce ȘT, 
[2(0) — 07] —[î(0)— 07] <u| 6-2 40 < u | o-a0 4 = Me-ee. 
Lă % O% 


Pentru 9' suficient de mare, |[t(0'') — 0'']—[t(0')— 0] poate fi făcut 
oricît de mic, deci iu [t(0) — 0] există; fie 0, această limită. 


pe de altă VISELE. 
z[t(0)] — 2(0+6,) | X(o(0)]âs, 


0+6, 
deci 


jz[t(0)] — 2 (0 + 0.)| c|t(0) — (0 + 0,)| sup | Zl[z(0)]|. 
Dar dacă |y(0)| < 8, rezultă |y(0)| <1 pentru 0622 0, din cauza sta- 
bilităţii soluţiei banale a sistemului (15), deci |z[t(0)]| e mărginită, deci 
lLX [z (9)]| e mărginită. Cum 
lim [t(0) — (0 + 0,)] = lim [t(0) — 0— 0,4] =—0 
6—co 0—>oo 
rezultă 
lim iz [t (0)] — (0 + 0); =0. 
— ao 
Deoarece avem și 
lim îz[t(0)] —u(0) =0 
0) ao 
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rezultă 
lim (2(0 + 0) —u(0)) =0. 


0—> co 
Notînd 6 + 0, =t,c = —0,, rezultatul obţinut se scrie 
lim (z(î) — u(t + 0) =0 
=> se 


şi teorema este demonstrată. 


$ 8. SISTEME AUTONOME CU PARAMETRU MIC 


Să considerăm acum sistemul perturbat 


da 


= Z = 
dt (4, 2), (16) 


unde Z e continuu diferenţiabilă şi Z (x, 0) =4 (2). 
Presupunem ca mai sus că sistemul (13) admite o soluţie periodică 
2 — u(t) de perioadă «w. Considerăm sistemul de vectori X(t), Ea(t),. . . Ea (1) 
şi facem în sistemul (16) schimbarea de variabile z = u(0) + S(0). 
Obţinem un sistem de forma 
d dO 
Ia =—Y [0,ye|, — = O (0,y,e), Y (9,0,0) = 0, 0(0,0,0) =1. 
di di 
Formăm sistemul 
dy 1 
E ea ea i ("O e) . 
0 _(8,yc) (0, y,e) 


Avem, cu aceleaşi calcule ca în paragraful precedent 


X* [u(0)] Z [u(0) + S(0) el. 


S (0 
LX u(0)] 2 + Duo) Oy 


O (0,y,.) = 


Q 
Y+ (0, y,) = Es (0)Z[u(0) + 8(0)y,s] — O (0, g,e)& (0) ——— A is A00TT 


Mai departe 


9) (0)y + e 


Zu(0) -+ 8(0), e] = Ztu(0),0] + AZLU0)0] o) 


9Z [u(0),0] SR 
O e 


o(ly| + |e[) = Xtu(0)] + A(0)8(0)y e APP] 


o(|y| + le]). 
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Rezultă, 
5 (0)ZLu(0) + S(0ye] = Ei (0)4 (0) 800) + e (0) SEO): 4 
+o(lyl+ Ie!) 
Ținînd seama de faptul că 
(0,2) = 1-+0(1y1) + O(le!), 
rezultă 
SI — = E (0) 410980) — de jure e e: (0) 9400] + o(lyj) + le)). 
d9 0 e 
În definitiv 
AY = Boy + en) + o(iyl + el ), (17) 
unde 
me (6) — tă (0) 29], 


TEOREMA 3.15. Dacă sstemul (13) admite 0 soluție pertodică 

z = u(t) de perioadă w, astfel încât sistemul în variaţii corespunzător ad- 

mite un singur multiplicator egal cu 1, atunci pentru |e| suficient de 

mie sistemul (16) admite o soluţie periodică UNĂCĂ L = L(l,e), de perioadă 

w + O(e), cu proprietatea lim zx(t,e) = u(t). Dacă în plus nici unul din 
.—?0 


multiplicatori, cu excepția celui egal cu 1, nu este rădăcină a unităţii, sis- 
temul (16) nu admite în vecinătatea soluţiei u(t) soluţii de perioadă pu + 
+ O(e). Dacă multiplicatorii diferiţi de 1 se află în interiorul cercului 
umitate, atunci soluţia periodică a sistemului (16) este orbital stabilă. 

Demonstraţie. Fie y(0,c,) soluţia sistemului (17) cu y(0,c0,e) =. 
Funcţia y (0,c,) este continuu diferenţiabilă în raport cu e şi e; cum 
y (0,0,0) = 0, putem serie 


y (0,0,) = G(0)e + r(0)e + o(|e| + |e]). 
Înlocuind în sistemul (17) obţinem 


dG (0) dr (0), ER 
Sală Pe + o(le| + |e])= B(0)[G(0)e + r(0)e + 
+ o(|e| + |e])] + en(0) + o(le] + |e]). 
Rezultă 
dG(0) _ dr (9) _ 
îi B(0)G(0), 16 B (0) r(0) + n(0), 


G(0)=EB,  r(0)=0. 
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Prin urmare, ( (0) e o matrice fundamentală a sistemului în variaţii 
normale, iar r(0) este o soluţie a sistemului neomogen, dată de formula 


r (0) = G(0) |e- (8) (s)ds. 


Soluţia y(0,c,) este periodică de perioadă puw dacă şi numai dacă 


YJ = (po,c,.) = y(0,c,c) =. 
Dar 


y(po;c) = G(po)e + r(po)e + o(|e| + |e]). 
Rezultă că putem scrie condiţia de periodicitate sub forma 


[G(po) — Ele + r(pol + o(le] + |e|)=0. 
Dacă 


det[G(puw) — E]-£ 0 


există pentru |e | < eg o funcţie e(=) continuu diferenţiabilă, cu e(0) = 0 
şi astiel ca, 


[G(po) — Ele(e) + r(po)e + o(le(e)| + le]) =0. 


Soluţia y (0,c(2),=) este o soluţie periodică de perioadă pu a siste- 
mului (17), care pentru <-> 0 tinde către zero. 
Acestei soluţii periodice îi corespunde o soluţie 


a [t(0)] = u(0) + S(0)y(6,c(2),2) 


a sistemului (16); curba z = z[t(0)] este curbă închisă vecină cu z = 
= u(0) şi pentru <—> 0 tinde către aceasta. Perioada w,a soluţiei z(t) 
va fi dată de 


“1 +0(ly)-FO(lel) 40 = 


(1) 


(po) — 40) = (pac — e =f 


= po + O(|y| + le])=po + O(le]) 
deoarece 


ly| = O(le]). 


Deoarece ((0) este o matrice fundamentală a sistemului în variaţii 
normale, avem G(pw) = G? («), deci dacă G(«) are o valoare proprie egală 
cu 1, atunci G(puw)are o valoare proprie egală cu 1, deci dacă det (G(w) — 
— E) = 0, atunci det (G(pu) — E) = 0. Rezultă de aici că dacă det [G(pu) — 
— E] =£ 0, atunci avem şi det [G(w) — E]=F 0, deci există în vecinătatea 
soluţiei 4(0) o soluţie periodică de perioadă e + O (||) a sistemului (16). 
Dar dacă det [G(po) — E]-£+0, soluţia periodică y(0,c(e),s) este unică 
de perioadă pu şi deci coincide cu cea de perioadă w. Dacă det [G(w) — 
— B]=£ 0 dar există p astfel ca det [G(puw) — E] = 0, atunci pentru 
acest p pot exista soluţii y(0,c(=),) de perioadă pu care nu admit şi 
perioada w. Condiţia det [G(w) — E]-£ 0 înseamnă condiţia ca multipli- 
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catorii sistemului în variaţii normale să nu fie egali cu 1, deci condiţia 
ca sistemul în variaţii să admită un singur multiplicator egal cu 1. 

Rămiîne să demonstrăm afirmația relativă la stabilitatea soluţiei. 
Avem 


ate) — 9Zlatbehe] _ 2Zlut) + Otee] _ 9ZIu(00) og 
Oz Oz Oz 
= 2440] 1 oc) — 469 + 06). 
Oa 
Conform ipotezei, sistemul 
ul = A (th 
di 


are multiplicatorii în interiorul cercului unitate, cu excepţia celui egal cu 1. 
Deoarece multiplicatorii depind continuu de matricea de monodromie, 
iar aceasta depinde continuu de coeficienţii sistemului, rezultă că pentru 
|| suficient de mic multiplicatorii sistemului 


do 
EPI == A(t, e), 


cu excepţia celui egal cu 1, se vor găsi în interiorul cercului unitate. Sta- 
bilitatea orbitală a soluţiei periodice z(t,=) rezultă acum pe baza teoremei 
3.14. Teorema este complet demonstrată. 

Considerăm acum cazul cînd sistemul (13) admite o soluţie periodică 
2 = u(t) de perioadă wg, astiel încît toate soluţiile vecine cu ea să fie tot 
periodice ; în cazul n >> 3 vom presupune că perioadele acestor soluţii sînt 
mărginite. Fie z, un punct de pe curba închisă C, dată de z=u(t), şill 
hiperplanul normal la C, în z. Conform ipotezei, orice traiectorie care 
taie pe ÎI într-un punct vecin cu z, este închisă și reciproc, orice traiectorie 
închisă din vecinătatea lui 0, taie pe [II într-un punct vecin cu z,. Fie 
«w(z) perioada unei astfel de traiectorii, w(z) = og. Demonstrăm că 
putem alege perioadele astiel încît funcţia &(), care pentru orice z vecin 
cu 4, este o perioadă a traiectoriei care trece prin z, să fie continuă în a. 
Traiectoriile considerate sînt date de soluţiile sistemului (15). 

Conform ipotezei, soluţiile acestui sistem, pentru |y| suficient de 
mic, vor fi funcții periodice de 0 cu perioada po, ; într-adevăr, orice astfel 
de soluţie corespunde unei soluţii a sistemului (13) situată în vecinătatea 
curbei z = u(1), periodică cu perioada 


7 40 
0 O (0,7) 


şi reciproc, dacă soluţia z(t) e periodică cu perioada w, înseamnă că pentru 
această soluţie, 


O(t + o) = 0()+po, ylt+ro)=ytt) 


(poe) — 40) =| 
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ceea ce arată că y(0) e periodică cu perioada pg. Avem 
1 "2 00 
——————— — 1|d0 = O(g |)d6. 
AN Y) nu lil, 


De aici rezultă că pentru H > 0 suficient de mic există R > 0 astfel 
încît dacă |y| <H să avem 


DP 49 


t(p o) — (PP — 1)o]— oo = 


|t(poo) — t((2 — 1)oo) — oo| <Rmaxly|. 


Dacă n = 2, din proprietăţile generale ale sistemelor în plan rezultă că 
singurul caz posibil este p = 1, deci w(2) = î(cg) — t(0); rezultă 


|o(z) — oo] s BA maxly | 


şi deci «()e continuă pentru 2 = z. Fie acum n > 3, o(2)=t(pos) —t(0). 
Avem 


o (2) — po = [i(poo) — t((p — 1)oc) — oo] + Lt((p — 1)oo) — t((p—2)o0)— 
— op]+k ke. + [i(oo) — (0) — os]. 
Rezultă 
lo(2) — pol Sp hRmaxyl|, 
deci 
(2) — pop > — pRmax|y |, o(z) > plos — Rmax|y|]. 
Pentru |y| suficient de mic, 
og — .R max |y| > 0. 


Deoarece am presupus că perioadele «(z) sînt mărginite, rezultă de aici 


M 


o 
= og — Rmax |y| 


deci mulțimea întregilor p este mărginită. Fie $, mulțimea punctelor z 
situate în hiperplanul II în vecinătatea lui z şi astfel încît perioada soluţiei 
care trece prin 2 să fie apropiată de pu, şi fie L cel mai mic multiplu 
comun al numerelor p. Pentru z€ 8, vom lua 


alo = 1 ol); 
P 


evident, &(z) continuă să fie perioadă pentru soluţia care trece prin z. 
Avem 


î L L _ 
|5(2) — Loo| = — |o(2) — pool <—e; 
p p 


pentru < > 0 arbitrar, alegem pe e astfel ca E e < e şi apoi alegem vesi- 
P 
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nătatea lui z, suficient de mică pentru ca |o(z) — pop] <e.Ținînd 
seama că (29) = 29, deci că 1 € 84, rezultă 


8 (29) = Log = Lo(2), 
deci 
l&(z) — &(2)| < e 


dacă z este într-o vecinătate suficient de mică a lui z,, ceea ce arată că 
c) e continuă în punctul 2. Vom numi perioada &(z) perioada universală. 
În cele ce urmează vom lucra numai cu perioadele universale. 

Fie y(0,«) soluţia sistemului (15) cu y(0,a«) = a; dacă wg e perioadă 
universală a lui C,, pentru |a| suficient de mic soluţiile y(0,«) sînt toate 
periodice cu perioada w, deci y(co9,%) = a. Curbele închise din vecinătatea 
curbei 0, se pot scrie 


z(î) = u(0) + 8(0)y (0,0); 


notăm cu 0, curba corespunzătoare soluţiei y(0,a). Presupunînd (0) = 0 
avem 


[0 49 
Au) gi cer: 


iar perioada universală «w. este dată de 
wa = t(oop, a). 
Dacă seriem sistemul (15) sub forma 


dy 
19 (9,9) 3 (18) 


sistemul (17) se scrie 


E = PP (0,9) + e Wu(0,y,c). (19) 


Soluţia generală y(0,«) a sistemului (18) este pentru |a« | suficient de mic, 
periodică în 0 cu perioada w,. Pentru studiul soluţiilor periodice de pe- 
rioadă w, ale sistemului (19) putem folosi teorema 3.9. 

În cazul cînd soluţia u(t) a sistemului (13) face parte dintr-o familie 
de soluţii periodice depinziînd de k& + 1 parametri, presupunînd din nou 
că perioadele sînt mărginite va rezulta existenţa unei perioade universale. 
Sistemul (18) va avea o familie de soluţii periodice de perioadă vw, 
depinzînd de k parametri şi pentru studiul soluţiilor periodice de perioadă 
«wg ale sistemului (19) se poate folosi teorema 3.8. 

Aplicaţii. 17. Presupunem n = 2 şi considerăm sistemul 


d 
i i (z, Y), IEPI => Y (z, Y), 


c, y fiind scalari. Fie z=—o(1), y = y() o soluţie periodică a acestui si- 
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tem. Sistemul ortogonal normat legat de această curbă e format din 
vectorii 


Xp Vl Flo s0l 
.: R Ce ai e aaa aaa 
i » B= X* ) + Y2 3 3 
Xeo | | zoo, ucoa | PO te 


R R 
Matricea A (0) a coeficienţilor sistemului în variaţii este 
0X [e (0), y(0)] 9% [e(0), y(0)] 


A (6) = Oa 0y 
9Y [e(0), e(0)] 9Y [e(0), ș(0)] 
Or 0y 
De aici 
[E Zap 
40] [> ax ov x ep sd 
— — ——— VY+-——Ă 
R 9 9y R Oz O 
A SR 4 
Produsul scalar dintre vectorul p = şi vectorul A (0) este 
R R 
1 (0ĂX a si 
egal cu EA îrea Y2 î — 24, în + az „ iar produsul sca- 
R?2 | 0a Oy 0% 0y 
lar dintre vectorul unitar şi derivata lui este nul, deci 
R 
(0 = a [3 pa — E TRE pi), 
R? | Oa Oy 0% Oy 
Avem mai departe 
Se 
E Sp Ra LR (XăX + YY) 
d9 2 dO 2 R2 
Dar 
pe — 25.4 29.4 p_0X fi 0Y Y, 
Oz Oy 9 0y 
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deci 
d In = [Sa 22+ Că xy II + ar). 
dO R2 | 02 0y 0a Oy 
Rezultă 
b(0) + bn R (Sa (2 + 22) + AL 03 + 0) pi ae , 
R2 O Oy 
deci 
0ă , 0Y d Ia 
b (0 pe în VA +2. 
d 9 0y d9 
Sistemul în variaţii normale se reduce la ecuaţia 
do 
= b(0)% 
40 (9) 


şi soluţia ei cu (0) = 1 este 


d (02 4 E za Ma a XI IY:e Sase ba 
»(0) _ ed (5) i j, a0 | pa _ VX3+r 8 ek (0) 
Vaz 


mo) = [| 2E Cato, et03 Arte, 401 a 
0 LD Oy 


Condiţia de stabilitate orbitală este dată de k (o) <0. Dacă P(w)-F0, 
în vecinătatea soluţiei periodice considerate apare o soluţie periodică a 
sistemului perturbat. 

2*. Considerăm cazul cînd X(x) — Ax, A fiind o matrice constantă 
care are două valori proprii pur imaginare. Vom presupune că matricea 
A este de ordinul al treilea şi că are valorile proprii ș, -7, a. Printr-o trans- 
formare liniară cu coeficienţi constanţi, A se poate aduce la forma 


a 0 0 
ţ 0O—1 |]. 
0 1 0 


Vom presupune de la început că are această formă. Sistemul (13) 
se va scrie, în acest caz, 
dai dz? ga das A 
—— = aa, = — 5, = 


di di dt 


şi admite matricea fundamentală de soluţii 


e“ 0 0 
i cost —sint]. 
0 sint cos i 


unde 
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Fie 


Considerăm soluţia 
u (i, a) = a(cost e, + sint €3). 
Avem 
X Lu(î, a)] = ut, a) = a(—sint e2 + cost 63), |Ă lut, a)]l=lal, 
X [u(t, a)] = — sint e, + cost ez, 
cos 0, =0, cos 0,= —sintţ,  cos0, = cost, 


Ea = ea + sint(e, — sinteg + coste) = sinte, + cos2te, + sint coste,, 


îs = ep — cost (e, — sintep + coste) = — coste, + sint coste, + sin te,. 
Fie 
Z(z, e) = Az+eă(z, e). 
Vom avea 
9(0, ş, e) = -Z"ul0)]:Zlu(0) + 910), el. — 


LX tulop+Z Oy 


_— X Lu (0)](ă Lu (0) +810)y] + eX [u(0) + S(0)y, e]) 


| aa (0)7 [2 + 2 (0) 45 ierti y 


sin O — cos O 
st = oo sin 0 cos 0 |, 


sin 0 cos 0  sin20 


cos (0) sin 0 
d 8 (0) [= i 


Dar 


Ă 2 sin 0 cos 0  cos2 0 —sin2 0 
: cos2 0 — sin? 0 2 sin 0 cos 0 


LIU 


cos sin O 
X [lu (0)] —— | 


=—(0 —asin0 soro) —2 sin 0 cos 0  cos20 —sin20 
cos2 0 —sin20 2 sin 0 cos0 


= (a sin 0 sin 20 + a cos 0 cos 20, —a sin 0 cos 20 + a cos 0 sin 20) = 


= (acos0 asin 0)=a(cos0 sin 0), 
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deci numitorul în expresia lui 0 (0, y, ) este a2+ a(yacos0+y,sin0). 
Numărătorul este de forma 


X" [u(0)] (4u(0) + A8(0)y + să [u(0) + 8(0)g, 0] + o(e)) = 
= |X [u(0)]|2 + Z" [u(0)] 48 (0)y + eX" [u (0) JĂlu(0)+8 (0), 0]+-o (e). 
Avem 


a0 0 
X"[u(0)] A =(0 —oasin 0 a cos [e 0 ae a cos 0 «sin0), 
01 0 
sin O —cos O 
X [u(0)]48(0)=(0 acos0 a sin 0) emo Q sin 0 cos 
sin 0 cos O sin2 O 


=(acos 0 a sin 0), 


AX" [u(0)] A8(0)y = a(yz cos 06+yasin 0). 
Rezultă 


Ei a2-|- a (7/2 COS 0-+-ya sin 0)-+-e X"[u(0)] X[u(0)+8(0)g,0]+ o(e) 
di &2 + a (Wa 608 0 + ya sin 0) 
X" [u(0)]X [u (0) + S(0)g, 0] 


=] , 
e 9 E au amoaa By al 0) ap 10/05) 
Mai departe 
7" (0, y, 0) = EL(0)Z Lu(0) + 800), e 000, ş, o) Ei0) SEC) ș, 
deci 
Y* (0, y, e) _ &u(0) LX [u(0)] + A8(0)y + eX [u(0) + 800), 01 + o(9)] 
O (0, y, =) O (0, y, =) 


_gy 846) 0) 4800) + e&. 6) Tu) + By, 0]-+o(e) 
Zu ( ) d0 y = O (0 Vs e) 


— E (0) ALO) 
Avem 
a 0 0) (sin 0 — cos O asin O —a cos 0 
AS (9)= [ 0 -] en 0 sin 0 cos ) -(- sin 0 cos 0 — sin? ) 
01 0/ sin 0cos0 sin2 0 cos2 0 sin 0 cos 0 
a sin O — a cos 0 
£2 (0) A8S(0) = (sin 06  cos20 sin 0 cos 6) > 0 cos O — sin? ) za 
cos2 0 sin 0 cos O 


= (a sin2 0 —a sin 9cos 0), 
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a sin O — a cos 0 
23(0) A8(0)=(—cos 0 sin0cos0 sin? | oa 0cos 0 —sin20 = 
cos20 sin 0 cos O 
= (— a sin 0 cos 0 a cos26), 
cos O sin O 
„a. d8(0) , 
23(0) —— = (sin 0 cos20 sin 0 cos 0)| —sin 20  cos20|=(0 1), 
cos 20 sin 20 
cos O sin O 
„a d8(0) | 
23 (0) = (—cos0 sin 0cos0 sin20)| —sin 20 cos20|] =(—1l 0). 
d9 ă 
cos 20 sin 20 
Rezultă 
Y2(6, y, e) = OR + 


9 (0, y, €) 
a sin 0 (y2 sin 0 — ya cos 0) + e&2(0) X [u(0) + S(0)y, 0] + o(e) 
lu 0 Lu) + 507,0, ae) 


zl 
l-A+e 
a2 + a(y cos 0-+y sin 0) 
Y* (0,9, e) A ai 
O (6, y, €) Mast 


a cos 0 (— ya sin 0 + ya cos 0) + e&s(0) X[u (0) + 8(0)g, 0] + o(e) 
[lu (0)] X[u (0) + 8(0)y, 0] 


ai 
l+e 
a2 —- a (92 608 0 -+ yg sin 0) 
De aici 
Y2(0,y, e) : . “ 
Sa = Ya + La sin 0 (y2 sin 0 — yg cos 0) + e&2(0) X[u (0) + 
0 (0, g, e) 
X" [u(0)] X[u (0) + 8(0)g, 0] 
S (0 0 £, l — e == 
Boot] gap tote) 


= Ys+- a sin 0 (y2 sin 0 — yg cos 0) + et2(0) X[u(0) + 8(0)g, 0] — 


a sin 9 (ya sin 0 — ya Cos 9) + [..(0)] X[u(0) + 8(0)y, 0] + o(e), 


ie 
a2 + a (12 008 0 —+- yg sin 0) 
Y2 (0 : 
Ea ee) aa caii 0) (aici ii 0 60 9) + 
O (6, Y, €) 
a sin 0 (9, sin 0 —y, cos 0) eta (0) 


e| [£2(0)— e 
+ ejrte) gaara Pipe) |actu 00) + stowol+ote) 
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3 9) N * 
XE, ge) — Ya+ a cos 0(—y2 sin 0 + y3 cos 0) + eta(0)X[u(0)+ 
O (0, y, e) 


0 (— y2 sin 0+ yg cos 0) —. 
S(0)y, 0] — e POOS SAT Ya SI Sr Ya COS SI x Lu (0)]X [ul6 
PB 0 gata o) 2 [WI lu(0)+ 


+ 8(0)y, 0] + o(2) = — ya(1 + a sin 0 cos 0) + ya a cos? 0 + «|&- 


__Q Cos 6 (— ya sin 0 + ya cos 0) —. ] tuia 
Ea (0 00 ee aa 0) > ol) a ei )+8(0)y, 0]+ o(2). 


Avem 


(0) — a sin 0 (y, sin 0 —y. cos 0) —. g | 9 = 
[e 0) — ao pe ap 2 Lu 0) |XLu(0) + B00)wo! 


= 7, Du (0) + 8(0)y, 0Isin 0 + X, Lu (0) + 8(0)y, 0] cos: + 


a2 -+- a(y. cos 0-+- ya sin 0) 
+ 8(0)g, 0] sin 0 cos o — BI (oa Si 0. aci 0) tona = 
a2 -+- a (72 cos 0-+- ya sin 0) 
= X, [u(0) + 8(0) y, 0] sin 0 + ZX, [Lu (0) + 
2 3A_ 2 . 3A_ 2 
si78Î (0 ja) COR Oda COE Vale 008 V ALU E aţa sin = apjatin 9 COs:0 
at ya Cos 0-+-y,sin 0 
+ Xa[u(0) + 8(0)g, 0]: 

a + ya cos0+y,sin0 Lili 

= X, [u(0) + 8(0)y, O]sin 6 + ZX. [u(0) + 


2 3 im 3 . PE * 
sie f0d) ap (Qi 220 082 Ver ala (coa 0 a eu SI) vals cos (Cos Wald) 
a + Va Cos 0 + yasin 0 


a sin ] + Za [u (0) + 


+ Xslu(0) + 


0 in 0 cos 0(cos0—a sin 0 in 6 cos (sin 6 i 
ie SI 0) 4p,/07| > 1 O coscU st ue stu coat (90 e sin 9) uaiei Ueos Oein e aieosid), 


& -- ya cos 0 + yssin 0 
La fel 


E dj E 008 VE Va SU 9 Se ar 008 0) 10) 


X +) 0) y. 0] = 
a2 -+- a (Wa cos 0 + ya sin 0) | Eat (4); 909)87;50 
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= — X, [u(0) + 8(0)y, 0]eos 6 + ZX, [u(0) + 8(0)y, 01| sin 0 cos 0 + 


a COS SCS sin Veva cos V) 
x2 —- a (9/3 COS 0 + y sin 0) 
za 008: 0 ta Bin 9 te js/008-0) 
a2 + a (Wa COS 0-+ ya sin 0) 
+ Xa Lu (0) + 
5 (0) 40 e COsOit ai cos bios US a lu 0) e a:einOicosi0 (eimit cpaieoa) 
& <4- a Cos 0 + ya sin 0 


a gin 0 + Xe lu (0) + 8(0)y, 01 [sina 9 — 


a COS i) = — 4, [u(0)+ 8(0)y, 0] cos 0+ 


+ X3 [u (0) + 
+8 (0)y, 0] 
Rezultă 


a sin2 0 + ya sin 0 cos 0 (sin 6 + a cos 0) + ya(sin30 — a cos? 6) 
X <- Wa cos 0 + yasin 0 ” 


a — Ya a sin20-+y(l —a sin 0 cos 0) c(ă [u (0) + S(0)y, O]sin 0 + 


+ Xa lu (0) + 
2 3 1n 3 : a : 
00(0)4).10.) 2 0089 Bla (Dos Si aisun 0) ete 9a:Bla (oc d (cop US Gin 9), n 
AX -t- Ya Cos 0 + ya sin O 
+ Za [lu (0) + 


a sin 0 cos 0-+ya sin 0 cos 0(cos 0—a sin 0)+y, sin 0 cos 0 (sin 0+a cos 6) 
ij o eee e E ae ete eee ape i + o( 


& + ya cos 0 + ya sin 0 
dya — _ga(1-+asin cos 0) + ya acos20 + i e AUR 


di 
+ 8(0)y, O]ecos 0 + £,[u (0) + 
2300 pe umiei a 0 icoi (oa a acelui A) Va ein cos Vela Me gleoe d) a: 
& <4+- Wa cos 0 + ysin 0 
+ Xa lu (0) + 
+ 8(0)y, 0] Se pa ee a e a ce it cet | stsodis) 
& -+- Wa Cos 0 + yasin 
Am obţinut astfel forma explicită a sistemului (19). Sistemul (18) este 
în acest caz 
dya 
d0 
dys 
dO 


= Ya a sin20+y(l —a sin 0 cos), 


= —Yya(l +a sin 0 cos 0) + ya a cos20. 
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Pentru a obţine o matrice fundamentală de soluţii a acestui sistem 
să observăm că el coincide cu sistemul în variaţii normale, deci soluţiile 
lui vor fi componentele normale ale soluţiilor sistemului în variaţii, care 


în acest caz este 2 = Ag. Descompunem deci soluţiile acestui sistem 
după vectorii (X, £2, E). Avem 
ee. = pt X + pi fa + pi Ea, 
cos e, + sin de, =piX + pt + pita, 

— sin 0es+ cos 0es=piăX + pita+ pita. 

Din ultima relație obţinem 
— sin 0 = — pi sin 0+ p3 cos20 + păsin 0 cos, 
cos 0 = pi cos 0 + pă sin 0 cos 0 + pă sin260, 
0 = pă sin 0 — pi cos. 


Rezultă 
— sin 0 cos20 sin 0 cos O 
cos 0 sin 0 cos sin20 
0 sin Q — cos 0 
Pi = sin 0 cos20 sin 0 cos 0 = 10 pad; 
cos 6 sin 0 cos sin20 
0 sin — cos 0 


Celelalte relaţii dau 


e = pi sin 0 — pp? cos, 


0 = —pilsin 0+p2cos20+ pi sin 0 cos 
0 =—gpicos0+p?sin 0 cos0+ pă sin20 
cos 0 = — pl] sin 0 + pz cos20 + pă sin 0 cos, 


sin 0 = pi cos 0 + p2 sin 0 cos 06 +p3 sin20. 
0 = pz sin 0 —p3 cos, 

Aceste două sisteme au acelaşi determinant (acelaşi cu determinan- 
tul sistemului precedent); coloanele acestui determinant sînt compo- 


nentele vectorilor X, E2, Es în baza e,, e., ea şi cum acești vectori formează 
un sistem ortogonal şi normat, determinantul este egal cu 1. Rezultă 


pi = e? sin 0, p3 = — e? cos 0, p2=—cos60, pâ=—sin 6, 
deci sistemul (18) admite matricea fundamentală de soluţii 


a(6) (e — e2 0) 
sin O e“ cos 0 
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şi deci familia de soluţii periodice de perioadă 27, 
ja = Beos0, ys=—fBsin. 
Sistemul adjunct are ca matrice fundamentală pe 
ao) = [9 | sin 6 
— e sin 0 e cos 


şi soluţia periodică de aceeaşi formă. 
Vom aplica teorema 3.8 la sistemul (19). Avem de calculat pe P(y). 


Avem 
sin O — cos 0 B cos 0 0 
stu = | me | |-( ame) 
sin 0 cos 0 sin20 Bsin 0; 6 sin 0 


0 0 
m Blog atat 9) co 3 - | e 
sin O sin O 
Ya cos 0+y,sin 0=, 
1. sin 0 cos 0 (cos 0 —a sin 0) + ya sin 0 cos 0(sin 0 +a cos 0) = 
= B sin 0 cos2 0(cos 0 — a sin 0) + 6 sin2 0 cos O(sin 0 +a cos 0) = 
= PB sin 0 cos 0(cos2 0—a sin 0 cos 0+sin2 0-a sin 0 cos 0)=f sin 0 cos, 
Y2 sin 0 cos 0 (sin 0 + a cos 0) + ys(sin* 0 — a cos? 0) = 
= sin 0 cos? 0 (sin 0 + a cos 0) +f sin O(sin2 0 — a cos? 0) = 
= 6 (sin2 0 cos2 0 + a sin 0 cos3 0 + sint 0 —a sin 0 cos2 0) =f sin20, 
Y2(cos2 0 + a sin2 0) + ya sin 0 cos 0(cos 0 —a sin 0) = 
= cos 0(cos20 + a sin? 0) +6 sin? 0 cos O(cos 0 —a sin 0)= 
= B (cost 0 + a cos 0 sin? 0 + sin? 0 cos2 0 — a sin? 0 cos 0) —f cos?, 
y, sin 0 cos O(cos 0 —a sin 0) + y, sin 0 cos O(sin 0 +a cos 0) = 
= B sin 0 cos? 0 (cos 06 — a sin 0) +6 sin2 0 cos O(sin 0 + a cos 0) = 
= f sin 0 cos 0(cos2 0—a sin 0 cos 0-+-sin2 0-+a sin 0 cos 0)=f sin 0 cos0. 


Rezultă că în sistemul (19) termenii în e, scriși pentru soluţia gene- 
ratoare y, = P cos 0, ya = sin 0, devin 


AX, (0, y cos 0, ysin 0, 0) sin 06+4,(0, cos 0, ysin 0, 0)cos20 + 
+ ĂXs(0, y cos 0, sin 0, 0)sin 0 cos 0 — X,(0, y cos, ysin 0, 0)cos0+ 
+ X2(0, y cos 0, y sin 0, O)sin 0 cos 0 + X,(0, ycos 0, sin 0, 0)sin20. 
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Rezultă 


27 
P () =| 44, sin 0 + .X, cos2 0 +X, sin 0 cos 0) cos 06+(— AX, cos 0 + 
0 


e 


+ A, sin 0 cos 0 + XX, sin2 0)sin 00 d0 = 
27 
= (AX 2[0, y cos 6, y sin 0,0]cos 0+.4.[0, yeos0, ysin 0, 0]sin 0 d0. 
0 


Cu aceasta, teorema 3.8 permite rezolvarea completă a problemei. Apli- 
caţia considerată putea îi tratată mai simplu *), dar am ţinut să dăm un 
exemplu de calcul efectiv pe baza metodei prezentată teoretic. 


$ 9. SOLUȚII PERIODICE DE SPEȚA A DOUA 


În studiul unor sisteme electromecanice, de exemplu al motoarelor 
sincrone, al generatorului de curent alternativ, care lucrează în rețeaua 
comună în paralel cu alte maşini etc. după unele ipoteze simplificatoare 
se ajunge la aceeaşi problemă matematică, care apare în studiul pendulului 
cu frecare liniară, aflat sub acţiunea unui moment constant. Ecuația de 
mişcare are forma 


2 
A? 


dt2 


o 22-+ mga sin = M, 


şi intră în tipul general [aaa notăm = = d 


d? dz 
e (9%, 2), î. (%, 2), 


unde funcţiile O şi F sînt periodice în raport cu Y cu perioada 2r. 
studiul acestor sisteme un rol însemnat îl joacă soluţiile de forma 


2(î) = p(d), X()=ot+ 9), 
2Nr 


69) 


unde gq, y sînt periodice cu perioada 7 = 
Într-adevăr, să observăm că 


z(t + 7) =z(b), 2u+D=ofi din aa ae 


Lc) 


we T) = 9(0) + 2. 


Datorită caracterului unghiular al variabilei 9, starea sistemului nu 
se schimbă atunci cînd 9 se înlocuieşte cu % + 2Nz, deci putem considera 


*) O tratare a unor sisteme generale conținînd pe cel de mai sus drept caz particular 
există într-o lucrare a lui E. A. Coddington şi N. Levinson. 
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că z(t4+ 7), 9(64+ 7) corespund aceleiași stări a sistemului ca şi z(t), 
9(1). Aceasta justifică faptul că soluţiile de forma considerată sînt asi- 
milate cu soluţiile periodice ale sistemului şi se numesc soluții periodice 
de speța a doua. 

Semnificaţia geometrică a acestor fapte este următoarea : 


Punînd în corespondenţă biunivocă stările sistemului cu punctele 
unui spaţiu al fazelor, se vede că pentru sistemele considerate, din cauza 
periodicităţii în raport cu 9, spaţiul fazelor corespunzător este un cilindru. 
Soluţiile periodice de speța a doua corespund unor curbe închise situate 
pe acest cilindru, care înconjoară cilindrul ; curbele sînt închise deoarece 
cînd t variază cu 7, punctul (3 (t), z(t)) se întoarce în acelaşi punct de pe 
cilindru şi înconjoară cilindrul deoarece cînd t variază cu T, 9 variază 
cu un multiplu de 2. 

În cele ce urmează vom considera sisteme de formă generală, care 
conţin drept cazuri particulare pe cele de mai sus şi vom pune în evidenţă 
o teoremă de stabilitate a soluţiilor periodice de speța a doua, analogă 
cu teorema lui Andronov-Witt, precum şi o teorie a sistemelor cu para- 
metru mic. 

Considerăm un sistem autonom de forma 


2 =f(2) 


unde f(z + 2xp) = f(2), p fiind un vector cu unele componente egale cu 1 
şi cu celelalte componente nule. 


Aceasta înseamnă că f este periodică de perioadă 2 în raport cu o 
parte a componentelor vectorului z. 


Presupunem că sistemul admite o soluţie periodică de speța a doua 
u(t)=otp+ytt), 


unde / este periodică de perioadă 7 — za 


; aceasta înseamnă că 


27. N 


4) 


u(t +7) = ( + Ep + 904 D= + 209, 


deci acele componente ale lui u în raport cu care f este periodică variază 
cu un multiplu de 2, iar celelalte rămîn neschimbate. Rezultă de aici 
că f[u(t)] este periodică în i cu perioadă 7: 


lut + 7)] = flu (0) + 20Np1 = flu (d)]. 
Cu ajutorul formulelor lui M. Urabe formăm sistemul ortogonal 


normat legat de curba u(t); fie &., &2,...:» &„ vectorii acestui sistem, 
unde am notat E, = ALIN 


fu (OIL 
Ținînd seama de modul în care a fost efectuată construcţia, toți 
vectorii £, rezultă periodici de perioadă 7. 
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Ca şi în studiul soluţiilor periodice ale sistemelor autonome facem 
schimbarea de variabile z = u (0) + 8(0)y şi obţinem un sistem de forma 


dy dO 
—— =Y(0 — = 0(0 
dt (9, y), d (9, y), 


unde 


9 Uut0) + 509), fute 
Dat + 5 (itut0), SI p 


7, = (64, lu0) + 8009) — Ș: e, E re. 


Din aceste formule se vede că Y şi O sînt periodice în 0 cu perioadă 
T, deci sistemul în variaţii normale este un sistem liniar cu coeficienţi 
periodici de perioadă 7. 

Sistemul în variaţii corespunzător soluţiei u(ț) are matricea A(t) = 
= f, lu (6)] şi deoarece f, are aceleaşi proprietăţi de periodicitate parţială 
ca şi. f, rezultă că şi A(t) este periodică în t cu perioadă 7. Sistemul în 
variații 


do 
— = A(b)o 
pp (£) 
admite soluţia 
du dy 
Z— = —— 
dt „d dt 


periodică în t cu perioadă 7, deci admite în orice caz un multiplicator egal 
cu 1. Repetind calculele efectuate în cazul cînd u(ţ) era periodică, dedu- 
cem că ceilalți multiplicatori ai sistemului în variaţii coincid cu multi- 
plicatorii sistemului în variaţii normale. 

Deducem astfel 

TEOREMA 3.14'. Dacă n—1l multiplicatori ai sistemului în variaţii 
corespunzător soluţiei periodice de speța a doua u(t) se află în interiorul 
cercului unitate, această soluţie este orbital stabilă ; aceasta înseamnă că 
dacă z(ig) este suficient de aproape de curba z = u(t), atunci există c asifel 


A A 


NC 
lim [z() —u(t4+c)]=0. 
= 
Această teoremă a fost stabilită de O. Vejvoda. 
Să considerăm acum un sistem de parametru mic de forma 


dz 


dt =f(a, e), f(z+2rp, e)=f(a e), 


şi să presupunem că pentru e = 0 sistemul admite o soluţie periodică 
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de speța a doua vu (î). Considerînd din nou sistemul de vectori £,, E,...; Ea 
legat de această soluţie şi efectuînd schimbarea de variabile 


= u(0)+ 8(0)y 
se obţine un sistem de forma 
SI = Y (09, y, e), La = 0(6,y, =). 
d! dt 
Ca în cazul cînd u este periodică se trece la sistemul 
dy sa Y(0,y, =) 
do O (0, y, =) 


şi cu metodele obişnuite se vede că dacă sistemul în variaţii corespunză- 
tor soluţiei u (î) are n—1 multiplicatori diferiți de 1, există o soluţie y (0, e) 
periodică în 0 cu perioadă 7 cu 


lim y(0,)=0. 
.—0 


= B(0)y + en(0)+o(lyl+le]) 


Acestei soluţii îi corespunde o soluție a sistemului iniţial, de forma 
at, e) =ul[O(t, e)] + S[0(t, e)] y[0(6, e),e]. 


de 
7 >0(%we) =1+0(le|+ ll) 
rezultă 

7 di 


un —u0)=f ao = a +oei+ iy)a0= 7+ Fe) 


0 


căci y (0, e) = O(e). E 
Deducem de aici că dacă ti variază cu P-+eT(e), 0 variază cu PT 
şi deci 


z[t+ P+eT(e), e] =uLO(t,.)+ T]+S[0(, e) +T]y[o(t, e) +, <]= 
= u[0(t, e)] +2rNp + S[LO(î, e)] yLO(L, e), e] = z[0(6, e)] + 2rNop. 
Din faptul că soluţia z(t,) obţinută verifică relaţia 
v(t+ (e), e) = z(i, e) + 2rNp 


rezultă că 
27rN 


T" (e) 
(+7 (e), e)= (i, e). 


Pentru aceasta este suficient să verificăm că diferența, 


z (î, ) — i 


pt + V(î, E) 


a (, e) = 


cu 


TE pt este periodică, cu perioadă 7'(e). 
€ 
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Avem 
(+7, e) — mgPt +1) = zi, e) + 2rNp — cai pe — 2rNp = 
e 
27. N 
= z(t, e) = po Pi 


şi proprietatea e demonstrată. Am obţinut astiel 

TEOREMA 3.15'. Dacă pentru e = 0 sistemul x = f(x, e) admite v 
soluție periodică de speța a doua ult) astfel încât sistemul în variaţii cores- 
punzător are un singur multiphicator egal cu 1, atunci pentru | e | suficient 
de mic sistemul admite o soluție periodică de speța a doua unică zl, e), 
cu proprietatea 


lim z(î, e) =u(i). 


Dacă în plus nici unul din multipheatori, cu excepția celui egal cu 1, 
nu este rădăcină a unităţii, sistemul nu admite în vecinătatea curbei z = u (t) 
alte soluţii care să fie curbe închise în spaţiul fazelor, afară de z (i, <). Dacă 
multiplicatorii diferiti de 1 se alfă în interiorul cercului unitate, soluția 
periodică de speta a doua x[i, =) este orbital stabilă. 

n acelaşi fel se studiază mai departe şi cazurile cînd sistemul în 
variaţii are mai mulţi multiplicatori egali cu 1, de exemplu cazurile cînd 
există o familie de soluţii periodice de speța a doua. Totul revine la studiul 
soluţiilor periodice ale sistemului 


SI — B(0)y + en(0) + og! +lel]) 


care se efectuează cu metodele obişnuite. 


$ 10. O METODĂ DE APROXIMAŢII SUCCESIVE 


9. În cele ce urmează vom prezenta o metodă de studiu a unor 
cazuri dificile din teoria sistemelor neliniare cu parametru mic, elaborată 
de L. Cesari şi reprezentînd sinteza unui întreg ciclu de lucrări ale lui 
L. Cesari şi ale elevilor şi colaboratorilor săi. Se consideră un sistem 
de ecuaţii diferenţiale de forma 


d 
E =— A (e)y + eq(y, i, e) (20) 


şi se presupun îndeplinite condiţiile : 

a) Există numerele w > 0, 5 > 0, e > 0 şi întregii 0Ov<n,a,,b,, cu 
b,> 0, j=—1,... v, astfel încît cele n valori proprii p,(e) ale matricii A 
sint funcţii continue de e pentru 0 Ce Ce, și verifică relaţiile 


„a 
0) a) (3 = 1...) 


2 
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4m o 


let) > 86>0 pentru j=v+1,...,n, m=0, +1, 4+2,... 


0 
b, fiind un multiplu comun al numerelor 5,,...,b,. 
În plus, se va presupune că A (e) este o matrice diagonală. 


(K). Există R > 0 şi o funcţie V(!)>0 integrabilă în orice interval 
finit, astfel ca |y,| LR, —oco <t<oosă implice 
la;(y,t, e) | <V,(?), ÎL. n 


şi pentru î > 0 există £ > 0 astfel încît |y,|, |ly, | LR, Oe Ceea, 
ay —p | E, le —e"| LE să implice 


| d; (7, t,.)—d;(y, d, e")l<tyvli). 
În plus, g(t, y, =) este periodică în t de perioadă dă E 
Q) 


(L). | q;(y', î, e) — q;(y, î, e) <y(i) 3, 9 (j=1,2,..-.n). 
IZ1 


Rezultatele obţinute se vor aplica la sistemele de forma 


du; 
dt? 


du du Ă 
+26 tou, (, Pi? t, €), (3=1,.--.p) 
= i (21) 
9, uU . 
a DA Wa? b , (j=u+1,..., n). 


Presupunem &< 2, j=1,2,..., u; punem y,=Vo—o? și eu(e) = 
== tit pal) = — ay: 
Ordonăm primele u ecuaţii astfel ca pentru un w2>0 să avem 
a : 
«;(0)=0, c,(0)= 9 0, 0,>0, 2;>0, j=—1,2,...,A 


j 
şi 


Ps (0) -£ e, p;2 (0) F til 
0 


bo 


ÎS AĂFLcc cu m=0, +1, £23,... 


Ultimele n — yu ecuaţii vor fi ordonate astiel încît £,(0)-£0 pentru 
Î=u+1,...,r i 8;(0)=0 pentru j =r + 1,...,n, ur Cn. Să pre- 
supunem că funcţiile f, verifică condiţiile (K) şi (L) în raport cu varia- 


bilele lu 0) e : 
dt 
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Introducem noile variabile y,,..., yu, N=n+u punind 


du; 
Voj-1 = — Pga Y; a 5 ——, (3 = 1. 4) 
dt 
du; : 
«în Mil îi dit Pt, (3 = 1...) 
Vuti = 9 (= p+1,..-.n) 
Rezultă 
1 du; 1 i 
U; = —— (Voia F Ya) = —— (pa Vai-aF Pia Vai) (3 = 1,..-<.u) 
24%; di 24%; 
dyp;-a du,  d2u; du, + du; 
a ——— ZE — osti AER 2 —o2u;+ _ ț, e)= 
di pP;2 di dz Pia EP APP 6; 4; 1-a; 1 (9, t, e) 


du; 
= Pa 7) — 07 u; + € Qaj-1 (9, î, €) = Pia Va (pia ph —60p)u; + ea 


deci 

dy2;_ 

ra = Pia Va-a + € Q2;_1(V, i, €). 
Mai departe, 


dy2; du; d2u du, 
Vai — Pia — ——2 = Pia dz + 2a; 


du, ă 
îș. + o; 4; — ef, = 


du; ă 
oaia Pa + 6; u; + £ qaj = pia(Ya; — Pa 4) + G; U; + ez = 


— Pia Va; + da (9, d» e), 
d A 
cerea = — B, uri F E Qui. 


Sistemul (21) apare astfel transformat într-un sistem de forma (20). Pri- 
melor v ecuaţii din sistemul (20) le corespund primele 27 şi ultimele n—r 
ecuaţii ale sistemului transformat. Numerele p;(0), j = 1,..., v, sînt aici 
113 — Vass Ta — ra 0,...,0, unde 0 este repetat de n —r ori, 


iar 7; =—u). 
j 
Să observăm că pentru < = 0, sistemul (20) admite familia de so- 
luţii depinzind de v parametri 
y, =, j=1..-V 9=0, ÎL... 
Dar 
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este o funcţie periodică de i cu perioada ziuă. , deci soluţiile considerate 
QG) 


sînt funcţii periodice de t cu perioada căt, 


» by fiind, ca mai sus, cel mai 


mice multiplu comun al numerelor 5,, 3 = 1,...,v. 
Sîntem astfel în condiţiile din teorema 3.8. Condiţiile de existenţă 


a unei soluţii periodice de perioadă anda 


se pot obţine cu ajutorul acestei 


teoreme generale. Această problemă o vom studia însă independent de 
teorema 3.8, cu ajutorul metodei lui L. Cesari, metodă care este suscepti- 
bilă de aplicaţii și în alte cazuri. De asemenea, această metodă furni- 
zează şi un procedeu de calcul aproximativ, prin aproximaţii succesive, 
al soluţiei periodice. 

Vom începe cu unele noțiuni pregătitoare. Se consideră familia 0, a 
funcţiilor f(t), —co <t<<oo, care sînt sume finite de funcţii de forma 
e“ o (1), o fiind un număr complex, iar q o funcţie cu valori complexe, pe- 
riodică în i cu perioadă 7 = cui integrabilă în [0, 7). Evident, 0. este 

GQ) 
o clasă aditivă. Dacă g are seria Fourier 


+ 90 
p(i) 5, mem“, 


m = —Q0 


(i . + 
atunci seria ăi o_gtimatoi 
L/( 


m = —90 


se numeşte seria asociată funcţiei f. 

Valoarea medie II [f] se defineşte prin 9 [f] = e, dacă 2mo+o=0 
şi AN [f] = 0 dacă nu există m cu îmo-+o —0. Pentru orice fE Cu, SI [f] 
este definită şi reprezintă o funcţională liniară pe C,. Pentru funcţii vec- 
toriale, 91 [f] este vectorul cu componentele ST [f,]. 

Dacă fE 0, o primitivă PF a lui f aparține lui Cu dacă şi numai 
dacă O [f]=0; dacă M[f]=—0, există o primitivă PF unică aparţinând lui 
Cu şi astfel oa 9 [F'] = 0. Această primitivă va fi notată | f (tdi. 


Dacă f = e“ibtq şi SLf]=0, poeme”, atunci 


Ca 


«+ îB-+imo 


(ro di Aa e(ati)t %, P — Ş, eimoi 


Pentru orice constantă V > 7, există N (o, 7, V) astfel ca 


T 
FOI<I let) lau, oi. 
+0 
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Pentru 0320 (mod uw?), 


1 +7 
Ph feoâu, 
es! —1l |, 


+7 
iar pentru o = 0 (mod w), F(t) =] uf (u) du. 
„! 

Dacă o+imo-fO pentru m=—0, + 1,..., şi 0O<5<min |o+ 
+im e |,0< 5<Qu, fie o' astfel ca | o—o” <f- eo, f'=e"9,V>I. 
Atunci primitivele unice F, F' cu valoare medie nulă verifică relaţia 

T 
PO) — PI <ls= sf lotul au, 0<i<y. 
0 


Într-adevăr, avem 


1 t+T7 1 +7 

F() = aa e“ o (u) du, F (î) = Moat e”“ p(u) du, 
ei Pi p=2 t 
deci 
t+7 esu e 
iii E caci bu a la 

1 +7 j Ș 

desz ET pati (eme” — 69% e% — e“ + 6%) p(u)du = 


| t+T7 
= (es? | —e(5—0) u—T) e(56—9)u — 1) e% uU) du 
Pepe | + ( ) e o(u) du; 
de unde rezultă imediat evaluarea scrisă mai sus. 
LEMĂ. Dacă A este o matrice constantă cu valorile proprii pu,. - -;0a, 
și f e un vector periodic cu perioadă T — Due dacă există 5 > 0 astfel 
Q) 


ca |p; + îmo|>5>0 pentru orice m = 0, +1, + 2,..., atumei sistemul 
da 


n. CBI 
dz iza i 


are o soluţie periodică unică, de perioadă T şi această soluţie verifică evaluarea 
R 7 
PADIES.S> | (0 az. 
k=1 J0 


Demonstraţie. Se poate presupune că A este triunghiulară, căci există 
totdeauna o transformare liniară care o aduce la această formă. Ultima 
ecuaţie a sistemului are atunci forma 


Yu = Pay ft) 
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şi admite soluția periodică unică 


ya (6) = en | en", (u) du; 


avem 


|v. (6) <uxi 17, la. 


Penultima ecuaţie are forma 
Va — n-a Yn— + Ai—n Yn (7) + fu (7) 


şi admite soluţia periodică unică dată de formula 


n (î) = eie-3f 6?r-1* [ana n (00) + fn (0)] du. 


Procedeul se repetă şi lema rezultă demonstrată. 
Fiind date numerele &, j = 1,..., v, se consideră mulţimea 9 
27bg 


LC), 


a îuncţiilor vectoriale continue, periodice de perioada 7 = ale 


căror prime v componente au forma 
e (6) =e% [6;+ gi(6], M([oi]=0. 


Se consideră transformarea definită de relaţiile 


V; (î) = C; ei! Ei 3 cei! (e er tWlep(u), u, e]—d,q, (2) du, (j=1,...,v) 


(0) eee a Leto clu, (= teen 
unde numerele d, sînt definite de relaţiile 


cd, = SI [e g, (e (u), u, e)], (= Le...) 
Observăm că e “%"q, [op(u), we], j=v+1,..-, n, sînt de clasă Cu, 
4m 

cu | — p, + 


Se vede imediat că funcţiile Ş, sînt continue, periodice de perioadă 
T. 'Ţinînd seama de relaţiile care definesc pe d, şi de iaptul că S1[ e-*i' q,]= 
=, j=—1,...,v, se vede că 


[e "5" tg; Le (u), u, e]— dpq, (4) = 0 


|> 5>0,u' = au şi deci au valoare medie nulă. 
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Şi se deduce imediat că 
ON [y; (£) cati ]= C; 3 (= Leo... ve 


Rezultă că transformarea considerată aplică pe O în ea însăşi. 
Introducem în 9 norma 


||| = max le, (?)| 


şi Q devine un spațiu metric complet. Fie 


z(î) = (ae i... ce, ev, 0,...,0) 


şi O, sfera ||e — z||s<r. Fie R numărul care intervine in ipotezele făcute: 
asupra funcţiilor g,, y îuncţia care intervine tot acolo, K>0 astfel încît. 


(+ (£) d <KT7. 
0 
Dacă max |e&,| <r<R şi r = R — rg, pentru p€ 9, avem 


le < zl+rrcr+r=R 


Şi din 
1 i —iT,u 
c, d, = 0-*;*g, Le (u), ueldu 
rezultă evaluarea 
1 T 
d, | < ( 4) du ; 
|d| < PIEA V (4) du; 
dacă r, < |c;|, rezultă 
K 
|d| <— 
La 


deci 


IV —z (0 1<Xel dale), us el + d, le (Du 


TK.R 


La 


Ne cz + | pentru =... 


Pentru 3 = v+1,..., n avem 
7 

Iv, (?) — 4% ()]=| V, (DI <eEN| 4; [e (4), u,e]]ldu <e HNKI, 
.0 


unde H = e, y=max |Bep,l, j=v+1,...,n. 


Rezultă că dacă e e suficient de mic,avem |V, —2,|<r, deci trans- 
formarea considerată aplică sfera O, în ea însăși. 
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Arătăm că pentru e suficient de mic, transformarea este o con- 
tracţie. Avem 


1 n (7 K 
ăi dl < Si vu le tu) — ști) lau < P= gi ști 
Ic, | ZiZ.o Ti 
T 
pi — șI < ej (la, Lei (u), us e] — ale? (4), us e] + 
PL!) 


+|dilgi (u) — qi (4) + [di — dillgi (4) |) du < 


<Xel 40 let) — stil la! left) — și tu) + 


RE KT 

+ R et — g2ldu < e N (KE Pnlgt — q2|| + Ip — q2|| + 
1 1 
NEK RT , 

k ————— pt — 21 <e WW e — g2l| pentru j = 1,..., », 


1 


Ip; — 9] ce NAEnKTle — |, (j= v+1,... n). 


Se vede de aici că dacă e e suficient de mic, transformarea este o 
contracție. Ea admite un punct fix în 94. Fie y, (î) acest punct fix. Avem 


Y; (î) = C, ei! + e e”; (ee (9, Ly (4), u, e] — d, Y; (u)) du, (= 1,..., v) 


Y; (î) = e ei”! fear Q; Ly (u), ue] du, (= v+1,...,n). 
Rezultă, 


d . 1%, . 7 ee di 
3 — 11; 0e ji + 17; ce "(e [] (q, Ly (4), u, e] — d; y,; (20)) du + 


+ ee e (q, [y (6), î, e] — d, y, (t) = 
= 17;y; + <q; [y(0),t,.1—d,ytt), (3 = 1,....v) 


d e —pa(c) u E i 
ra = ep, (e) e“ “(e i q; [y;(u),u, e]du + e efigie! q; [y (î), tc] = 


= p;()9; + ea; [y(t),î, e], (3=v+1,....,n). 


Deducem de aici că funcţiile y, verifică sistemul (20) dacă sînt îndeplinite 
condiţiile suplimentare 
a; . % 
— o —ed, = p,le), (3 = 1,2,...,v).(0) 


? 
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Soluţia y(t) a sistemului (20) şi ecuaţiile (*) pot fi obţinute prin urmă- 
torul procedeu de aproximaţii succesive 


yo (î) =z4(d), 


ap (î) = z; (£) a e ei! je e lu 4, [y(m- »(u), u, e]— d” pm (4)) du 


Yi” (î) = cei ci d; [y”-"(u), u, e] du, (3 = vtr Leon) 


di "e, = 9 [e g, (ym (u), u, e)l, (j = Le, v). 


Relaţiile (*) pot fi puse sub o formă mai efectivă. 
Într-adevăr, avem 


CI) 
y, =2, + O(e), p; (e) = o + ec; + o (e) 
j 
Relaţiile (*) devin 
eo; + ed; + o(e)=0 
sau 
Pe de altă parte, 


1 = Pui 1 zi — î7 : 
d, = | e "a, [y (0), u, e] du = | o-î%*4, [2(u),u,0]du + O(e), 
c; 1 Cc; Î Jo 


deci relaţiile de condiţie devin 


1 si —îTau 
ct 7 6%, Lu), u0ldu + 0 (e) = 
C; if A „0 
Fie 
l ui —ir au 
P, (0. ..0) 26, + i e î 4; [2(u),u,0]du 
c, 1 9 

2,(u)=c,;e i, 71=—1,....% 2 (4) =0, Î= VĂL 
P.) : 

FO pentru 6; =c, atunci, 
O (6, ,. . .€,) 
pe baza teoremei funcţiilor implicite, există c, (e) care verifică 
relaţiile (*), deci există o soluţie periodică de perioadă 7 = 27 bo 


QG) 
a sistemului (20). 


În definitiv, am obţinut următoarea teoremă : 
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TEOREMA 3.16. Se consideră sistemul (20) şi se presupun verificate 
condițiile (a), (K), (L). Dacă 


ia : a; 
p(e)=—f-o-teo+o(s), j=1,...,v, 7 = 
b, b; 


și dacă 01,..., cu verifică condițiile 
9(P,.. 


SP an 
i ASA 0 pentru c, = 6;, 


P, (60,..., 00) = 0 
i (ui) * 8(e.,..., 6) 


unde 


T : 
= | ei d, [2 (2), u, 0] du, 
T' Jo 


P; (013... 0) 20, + x 
j 


z, (u) = c;e:“, Î= LL. 2(u)=0, 3=v+1,...,rnj 


atunci sistemul (20) admite o soluție periodică y, (i, e) de perioadă 7 cu 
proprietatea 
y, (6, e) =2,(1) + 0 (e). 


Din această teoremă se pot obţine diverse condiţii pentru sistemele 
de forma (21). 


$ 11. PERTURBAŢȚII PERIODICE ALE SISTEMELOR AUTONOME 


Să considerăm un sistem de forma 


e = Xo(2)+ et, a, e), (22) 


unde X, este periodică în raport cu t de perioadă 7 și să presupunem că 
sistemul generator 

d! 
admite o soluţie periodică z = u(t) de perioadă w, cu proprietatea că sis- 
temul corespunzător în variaţii admite (n—1) multiplicatori situaţi în 
interiorul cercului unitate. Făcînd schimbarea de variabile legată de 
sistemul ortogonal normat (XE -- -5En), 8e obţine un sistem de forma 


do 
sp: = 0, (0,9) + 0, (î, 0, Ys e), 


d 23 

a > To(09) + e Pal 0, 7, e), (40) 
unde 0, şi 0,, Y., Y, sînt periodice în 6 cu perioadă vw, iar O, şi Y, sînt 
periodice şi în t cu perioadă 1. 
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Fie a«(s) o funcţie periodică de s cu perioadă w, admiţind derivate 
continue pînă la ordinul al doilea. Considerăm soluţia sistemului (23) care 
verifică condiţiile 


0 (0) = 8, y (0) = a (3). 
Notăm această soluţie cu 
0 (î; 8, a (8), e), y(t; 8, a(8), e). 


ŢTEOREMA 3. 17. Eaistă pentru |e | suficient de mc 0 funcție e (8) unică 
astfel încît famiha de soluţii 


U (î,s, ae (8), e), y (Î,8, ae (), e) 


a sistemului (23) să formeze o varietate y = Q (i, 0, e), unde Q este periodică 
în t cu perioadă T şi periodică în 0 cu perioadă w. Sistemul (22) admite o 
familie de soluţii 2 = e (|; s, e) care formează o varietate a =H(t, 0, e), 
unde H e periodică în i cu perioadă T şi în 0 cu perioadă w. Pentru < = 0 
această vartetate se reduce la curba u(l). 
Demonstraţie. Fie 

do 90 90 da 
= 9(N7P 8 = Rural 

o (8) ( „8, a«(8),=); d FR zi duo ds 


Scriem 
09 
0 (î, 8, Yo; e) = 0 (î,8, 0,0,) + 3 


Yo 


09 
(î, 8, 0, 0) yo + PRR 8,0,0) s+-o (|2]4+-1y0]) 


0 0 
a (î, 8, 0,0) y, + a (£, 8,0,0)+ 


0 


+o(lel+lyl) 
şi înlocuind în sistemul (23) avem 
_d 00(1,8,0,0) „d 00(î,s8,0,0) 


d 
— 0 (î, 8,0, 0 mină Se ul d bud AR 
pe deo date da da e e ge 


90, [0 (£, 3,0,0 ),y (î,8,0,0)] 90 (î,s,0,0) 
00 0yo 
90, LO (îs, 0,0), y(t,8,0,0)] 0y (î, s,0, 0) 
Oy 0yo 
90, [9 (£, s,0, 0), y(î,s8,0,0)] 98, 8300) . 
00 0Qe 
90, [O (£,s, 0,0), y(1,s8,0,0)] Oy (1, s,0,0) 
Oy Qe 
+ e, [î, 0(t, s, 0, 0), y(î, 8,0,0),0] +o( le|+ Yo |); 


Yy (î, 3, Yo, €) = (t, 8,0,0) + 


e+ o(|e|+[y0])= 
=0, [0(£,3, 0,0), y (6,38,0,0)])H- Yo + 


+ jo + 
— 


ie e + 
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Ay (18,040) + 0y (t, 8, 0,0) PE Baa Oy (î, 8,0,0) pad 


0y9 di Ge 
+o(|e+1y0|)= Yo [9(4,38,0,0), y (i, 8, 0,0)] + 
ra GYa[L0 (î,8,0,0), y(t,8,0,0)] 


00 (t, s, 0,0 
(î,s,0, pe + 
90 0y9 
A 0Yo [O(i,s, îi y (î, 8,0,0)] 0y (î, s, 0,0) ya + 


0yo 


90 (î, s,0,0) sia 
Qe 


EA GYe [09 (î, 8,0,0), y(t, s, 0, 0)] 
09 


E 0Yo [9 (£, 3, 0,0),y(t,s, 0,0)] Oy (î, s, 0, 0) sale 
Oy Qe 
+o(|el+|yo|) re Y Lt, 0(î,s,0,0),y (4,3,0,0)]. 
hezultă 


ET 0 (£, 8,0,0) = 0, [0 (£,8,0,0), y (6, 8,0,0)], 0(0,s3,0,0)=—e 


d y (î, 3, 0,0) = Yo LO (£, 8,0,0), y(t, 8, 0,0)], y (0, 3,0,0)—0. 
Dar 


Y, (0, 0) = 0, 0, (0, 0)=1, deci y (î, 8,0, 0) =0,0(î, 8,0,0)=ts. 
Mai departe, 


d 00(t,5,0,0) => 90o (t + s,0)  90(t,8,0,0) 1 
dt 0yo 
Oy (, 8, 0, 0) K 


0yo 


0y9 90 
Fi 90, (î + s,0) 
Oy 


d 0y(t,s8,0,0) a OY (t + 8,0) 
di 


90 (î, s, 0, 0) Ea 
0yo 
Oy (i, 8, 0, 0) 


0yo 


0y9 00 


1 9Yo(t + 30) 
0y 
00 (0, 5,0, 0) _ 


0 0y (0, s, 0,0) __ 
A ni „AR Stadt utilat Muti ARE 
0yo 


E, 
0yo 
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2Y.(t + s,0) 


Din Ye (0, 0) ==0, rezultă = 


= O şi din 0,(0,0) = 1 rezultă 


de asemenea “ol tat = 0. Sistemul se scrie deci 
_d_ 00(t, 8,0,0) za 90, (î + 8,0) Oy(t, s,0,0) 
dt 00 0y 00 
_d  0y(t,8,0,0) == OYo(t + 8,0) 0y(, 8, 0,0) i 
di 0yo 0y 0yo 


Rezultă că „dy (î, 8, 0,0). 


0yo 
variaţii normale E = B(t + e); dacă G (0) este matricea fundamentală 


este o matrice fundamentală a sistemului în 


a sistemului în variaţii normale, avem deci 
0y (£, 8; 0, 0) 2 G ( + 8) G-—! (8) 
0yo 
Şi 
38 (tn 81020) —[ Sati t80) gts + a)-1(a) ai. 
0Yy9 „lo 0y 
Din aceste formule rezultă 
00 (NI, 3, 0,0) _ 
Os 


90 (N7Z, s, 0, 0) 
Pe ue 
0yo 
90 (N7,s, a (8), =) 
Os 
va fi mărginită. Rezultă de aici că 


1, | M, 


deci dacă |a (8) |+|e| e suficient de mic, va, fi oricît de 


iigapâ dă ue |. 25 Ca Eu a (0) ie) 


0yo 
dacă |a(8)| + se + |e | e suficient de mic, SE va fi oricît de aproape 
8 8 
de 1, deci SS -7 0. De aici rezultă că există s = E (6, e) definită 
8 


pentru 0 <o Co şi astfel ca 
6 (NT, E (o,c),a (E (0,<)),<) =. 
Cînd s se înlocuieşte cu s + w, a (8) nu se schimbă şi avem 
0(î,s+ o, a(s + o),c) = 0(î,s,a(s8),e)+o 
Yy(t,s+o,a(s+ o), e) =y (6,8, a(8),e), 


304 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENŢIALE 


deoarece în ambii membri avem soluţii ale sistemului (23) şi aceste 
soluţii coincid pentru / = 0. Rezultă 


G(s+o)=oc(8)-+ou. 
Fie acum 
6 (o) =y(N7,E (o, e), a (E (6, =)),e). 
Avem 
B(o+o)=y(NI, E (o+o, e), a(E(o+o, e)),e)=y(NT,E (o, e) + 
+ o;a (E (o, e) + o),e) =y(NI,E (o, e), a (E (o, e)), e) = B(0)- 


În acest fel fiecărei funcţii a (8) definită pentru 03 Co şi cu «(0) = «(c) 
îi corespunde o îuncție f (o) definită pentru 0OLoLo şi cu 6 (0) = f(w). 
Considerăm spaţiul funcţiilor « (8) cu « (0) = a (ce) şi cu metrica dată de 


P (aa; 2) = sup [oa (8) — aa(5)]; 
0Sssu 
acesta este un spaţiu metric complet. Vom demonstra că operatorul f = U(a) 


este pentru |< | suficient de mic o contracție. 
Arătăm mai întîi că există constantele K și L astfel încît dacă |a(8) | < 


<K |e|, ia <L (e)sărezulte | 6(0)]<K |e|, Te <ieh deci mul- 
8 o 
ţimea elementelor a cu | «| |<K|e|, ce <L|e| este aplicată în ea însăși. 
8 
Avem = 
T, 8 
ici “la = 0 (pl +lel), 
8 
dE 1 
— = ——— = 1+0 i 
= î + O (lyol+le]) 
ds 
Din 
dB _ Oy (NT, E (6, e), a (E (0, e)), e) dE (0, «) i 
do Os do 
sia Oy (NT, E (o, e), a (E(c, e)),e) da(E(o,e)) dE 
2y9 de do 
rezultă, ţinînd seama că |a (E (o, 2))|] = O(le|]), = = O(|e|), 


48| cote p (a +o(le)+ 
do 

0, (NT, E (o, e), a (E (0, e)), e) 
0yo 


+ L|e| (1+0|e])): 
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Dar 
Oy (NT, 8, yo €) A Oy (NT, s, 0,0) 
0yo 0yo 
+G (NT + s)G-'(8)+0O(le]). 
Pentru N destul de mare avem 


+ O(ly1+ le])= 


IG (NP + 8)G-1(s)| < 


căci |G (8) | < Re-* din cauza ipotezei asupra multiplicatorilor. Rezultă 


Ea 
Fr 


de unde se vede că pentru |e | suficient de mic avem 


< (ar rekael 


Mai departe 
| <|G(NT+s)G- (3) a (E (o, ))] + Ksle]+ 


l 
+ o (al le) Se e | Ksle]l+o(lel) 


și se vede că pentru |e| suficient de mic rezultă 


I6(6)|] <K|e|. 
Avem 


Bi— Ba = y (NT, E. (6, e), aa (Eu(o, e)), e) — y(NT7,E, (0, e), «2 (E.(6, e)),.)= 


Oy (NT, E, au, €) 
0yo 


+ o (| E — E2| + loa (En) — ao (E2)|), 
d (E) — aa (E2) = ca (E) — ca (E2) + au (E2) — oa (E2) = 


= (AT, Be a (8, — 2) + (aa (20 —a2 (2) + 


= Sa Cca) (a, — E2) + a (E2) — aa (E2) +o(lE, — El). 


Fie £, (o, e) = 8, E, (0, e) = 82; avem 


o = O(N, s8., oa (Sa); €) = O(N, 82, aa(82),e), 
deci 


0 (NT, 81; oa (81), e) — O(N, 82, a2 (82), 6) =0. 


306 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE 


De aici 
AO (A Done alti) E) (e amic alu 2 O Ca es atita) (sn dai iei al ale 
0s 0yo 
+ 0 (| — aa] + | —s2])=0. 
Rezultă 
90 (NT, 3, (81), e) giaagia nae 00 (N 7, sa, ca (8); £) la (8) — aaa.) + 
0s 0yo 
+ o (|az — aa | îi Is, — 82|). 
Dar 
090 BOB Caius €) ci ie 00] il 
Os 
căci 
| (3:)| = O(le]). 
NI = o < KE, loa (83) —aa (82)| = 
0yo 
— | ata (81) — aa (82) + au (82) — aa(52)| < 
d 
sute [81 — 82| + loa (82) — aa (82) <L|e||s — s2l-+p (au, az), 
deci 


(1 + K,|e|])|s: — sal SKs(L|e [ls —sa2| + p (ou, a2)). 
Rezultă 
|3, — 82| <2.K3 p (aa; 2) 


deci 
IE, — Ea] < 2 Ka p (as 2). 
Cum 
loa (E) — aa (£2) | < p (ou, 2) 
rezultă 


| oa (E) — aa (E2)]| <Lle|2Kzp (au, 2) + p (ou, QL2). 
Pe de altă parte, 
Oy (NT, E, ou, €) 


1 
C— + Kalel|. 
ay <> s|€| 


Rezultă 
i 
IR1—Ba| <K,le|2K, p (cu, + (a + Ks e!) (L|e| 2.K3 p (aa; 2) + 


+ e (as; 2)) + Kzolel| (2 K> p (au, 2) + L| e | 2 K3 e (aa; aa) + p (ou, d2)) 
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deci în definitiv 
l 
| 6. — Pal SP (aa; 2) + Kaal|e le (au; 2), 

ceea ce arată că pentru | e | suficient de mic operatorul («) este o contracție. 

Rezultă de aici că există o funcţie «(s)cu |a.(8)] <K|e|, 
seta) </L|e| astfel ca 

8 
a: (6) = y(NT, E(o, e), « (E(o, e)), e). 
Considerăm soluţia 0 (î,s, ae (8), <), y (î, 8, ae (8), e); din 
0(t, s, a. (8), c)=t+s+O(e) 


rezultă că putem rezolva în raport cu s şi s = q (î,0, e). Familia de soluţii 
considerată va forma varietatea 


y=Q0(î, 0,e)=yli, pli, 0, e), ae (p[i, 6, =)), e). 


Pentru ca teorema să fie complet demonstrată, rămîne de arătat 
că funcţia Q (î, 0, =) este periodică în t cu perioada 7 şi periodică în 0 cu 
perioada w. Avem 


Q(0, 0, e) = ae (e(0, 0, e))=a-(0), 
Q(N7, 6, e)=y(NT, p(NT, 0, e), a-(p(NI, 0, e), e) = 
= y(NT, E (0, e), ae (E(0, e)), e)= ae (0). 


Rezultă 
Q(NT, 0, )=—0Q(0, 0, e). 


Deoarece sistemul (23) este periodic în ţ, cu perioada 7, avem 
y(i, 0(7, s, ae (8),e), y(T, s, ae (3), e), e)=y(t+ 7, s, a (8), e), 
0(î, (7, s, a. (8), e), v(7, 8, a. (8), e), e)=0(t+ 77, s, a. (8), e). 

Pentru t = NT se capătă 
y(NT, O(T, s, a. (8), e),y(T7, s, a (8), e),c)=y(N7T-+ T,s, ae (8), =) 
06(N7,0 (7, s, a. (8), e),y(7,s, a. (8), e), e) =0(N7T-+ 7,8, ae (=),e) 


deci 
Q(NT-+ 7, 0, e)=y(NI, E(0, e), Q(7, E (0, e) e), e). 
Avem 


Q(NT + 7,0,.)=y(NT+ T7,p(NT + 7, 0, e), a. (p(NT + 7,0,e)),e). 
Dar 

yINT-+ 1, s, a. (8), e)=y(T, O(N, s, a: (8), e), y(NI, s, ae (8), e), =), 
O(N + 7, s, a. (8), s)= 0(7, O(N, s, a. (3), e), y(NT, s, a. (8), e), e). 
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Pentru s = E (0, e) avem 
0(N7, s, a. (8), e)=o 
și 
y(NT, E (o, e), ae (E(0, e)), e) = a. (0), 
deci 
y(NT-+ TI, E(o, e), ae (E(o, e)), e)=y (7, o, a-(0), e), 
O(N + 7, E(o, e), a-(E(0, e)), e) =0(7, o, a. (0), e). 
Aceste relaţii dau 
Q(NP-+ 7, 0, s)=0Q(7, 0, e). 
Rezultă, 
y (NT, E (V, e), Q (7, E (0, e), e), s)=0(7, 6, e), 


deci Q(7, 0, <) este punct fix al operatorului U şi cum acest punct 
fix e unic, rezultă 
Q(7, 0, e) = ae (0) 
deci 
Q(7, 0, e)=0(0, 0, e). 


Putem acum verifica periodicitatea lui Q în raport cu î. Fie 1! arbitrar. 
Avem 


y(i4+ 7, a, ae (8), e)=y(t, 0(T7, s, a. (8), e), vy(7, 8, a. (8), e),e), = 
=Iy (4, 0, Q(7, 6, e), e)=yl(t, 0, 0(0, 6, =), )=y(, 0, a. (0), e), 
0(54+ 7, s, a. (8),e)=0(i, O(T, s, a. (8), e), y(7, s, a. (8), e), e)= 
= 0(î, Q(7, 9, e), «)= O(î, 0, Q(0, 0,.),e)=0(, 0, (0), =). 
De aici rezultă 
Q(t+ 7, 0, e)=Q(, 0, e). 
Pentru a verifica periodicitatea lui Q în raport cu 0 observăm că 


0(î, s+u, ae(s+ou, e)=0(î,s, ae(s8), e)+o, 
deci 
p(, 0+o, )=p( 0, s)+o. 
Rezultă 
Q(î, 64+o, e)=y(b, pb 0+o, e), ce(p(t,0+o, e), = 


=y( ep (bi 0, e)+o,;, ae (opl(i, 0, c)+o), «= 
= y(t e(t, 9,2), a(ep(î, 0, e)), = (i, 0, e). 


Teorema este acum complet demonstrată. 
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Dacă în prima ecuaţie a sistemului (23) înlocuim pe y cu Q(î, 0,e) 
se capătă o ecuaţie 


d O 
—— — 9) 
di ft,  €), 


unde f este continuă şi periodică în t cu perioada 7 şi în 0 cu perioada vw. 
Această ecuaţie permite să se studieze proprietăţile soluţiilor situate 
pe varietatea y = Q (î, 0, e). 


$ 12. PERTURBAȚII SINGULARE 


Vom studia acum unele probleme relative la sistemele care conţin 
parametrii pe lîngă derivate. Asemenea probleme se vor numi probleme 
de perturbații singulare. 

Fie sistemul 


dz 
— =f(i, z 
d f(, 2, y, e), 
(24) 
dy 
— =g(t, S 
E dt g(t, 2, y, e) 


Vom presupune că f şi g sînt în raport cu t periodice, respectiv 
aproape-periodice. Vom admite de asemenea ipotezele obișnuite de regula- 
ritate. 

Pentru e = 0 se obţine sistemul 


dz 
— =, 2 0 
di FU, 2 y, 0), 
(25) 
g[i, 2, y, 0]=0. 
Presupunem că sistemul (25) admite o soluţie [4 (î), o (î)] periodică, 


respectiv aproape-periodică, astfel ca matricea g;, [tu (î), v (î), 0] să fie 
nesingulară pentru orice î. Notăm 


U (6) = (9, [i u(t), 2(0),01)1 gt, ut), 2(t), 0]. 
În cele ce urmează f,, fi, f,vor fi derivatele funcţiei f în punctul 
[t,u(0),2(t), 0], iar g,, g, derivatele funcţiei g în acelaşi punct. 


Se face în sistemul (24) schimbarea de variabile 


E = ud), n=y—0(0)+ U(0)5. 
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Ob ţinem 


SE = 7 E +ult), n+o()— UE, e]—Jl[li, ut), >), 0], 


dn _ 1 __ _ do (4) dU (î) 
EȚ NA &+ul(t), n+e(t) U(î)£, e] d IE a &+ 
d&, 
+ U(t) E 
De aici 


=. £(0)+ fi, [n— U(t)&]J+ef.+FL, 5 me] 


dn _ ra _ „dy 
gg, bn 00 2+ |, ret E my el 


Notăm 
A.(t)=f, —J,U, A2(î) = în Q (£) =, 


Sistemul obţinut se scrie 


= 4 ELA mtef, +PU, E, m e), (26) 


d „d 
ea tels greu E n €) 


unde 
|F|=0 (|5[2+inl2+e2), |G|=O0(1£[2+|n|2+ e?) 


şi în plus F şi G sînt lipschitziene cu o constantă oricît de mică dacă | &|, 
|], || sînt suficient de mici. 

Vom presupune că aaa ii C—uF, u>0; aceasta implică în 
particular ipoteza formulată anterior asupra nesingularității matricii Q. 


În plus, Q rezultă mărginită. Coeficienţii A, , 42, Q şi îuncţiilej,, 9. — = 3 
F, G sînt periodice respectiv aproape-periodice. 
Vom admite în sfîrşit că sistemul liniar 


dE 
i i ESD | 
7 1 & (27) 


are soluţia banală uniform asimptotic stabilă. 

aceste condiţii demonstrăm că sistemul (26) admite o soluție 
periodică, respectiv aproape-periodică, unică, care pentru < > 0 tinde 
către zero. 


TEORIA OSCILAŢIILOR 311 


Pentru aceasta considerăm operatorul care atașează funcţiilor 
«(), 6 (î) periodice, respectiv aproape-periodice, soluţia periodică, res- 
pectiv aproape-periodică, unică, a sistemului 


= A EX Ante f,+P(, a(6), B(6, el 
dn _ „do = (x 
= =Onteja, ret (0, B0, e] 0%) 


Din a doua ecuaţie (*) se determină mai întîi soluţia periodică, 
respectiv aproape-periodică » (t), care se înlocuieşte în prima ecuaţie. 

Condiţiile impuse matricii Q asigură existenţa acestei soluţii, iar con- 
diţia impusă sistemului (27) asigură existenţa unei soluţii periodice, res- 
pectiv aproape-periodice, care verifică evaluarea 


| 5] K(Kasuplnl +Kslel] +O(lal?+1B[? + e2)), (teorema 3.4). 


Fie |a||<K|e|,||6l|| <K'|e|. Rezultă 
IG[i, «(t), B(6), s]|l <Le?., 
Avem 


e (5) = (7 9n)+ «(m g. î + (nQ) 


deci, presupunînd e > 0, 


1 d. | 
să Fa tac a AU Aba mă za ae 


Notînd |n |2 = 2, deducem 


ai E Pre 
di e 
sau 
On a atoli A aha 
di e 


De aici obţinem evaluarea 
o<-(U+eL) 
u 
deci 


Inst +eD) 
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Alegînd pe A” destul de mare şi pe e destul de mic, deducem 
In] <K' e. 
Mai departe, din prima ecuaţie (*) deducem 
| E | LE (Ka K'e + Kc + L,e2). 
Alegînd pe K destul de mare şi pe e suficient de mic, deducem 
lăl<Kle|. 


Prin urmare, operatorul aplică mulţimea ||a«]| <K e, |8| <K'e 
în ea însăși. Să arătăm că în această mulțime el este, pentru e suficient 
de mic, o contracție. 

Fie a, 6; «a; Ba date, E, ms Ea, Ma imaginile corespunzătoare, 
Y = în — Ex 6 m— m Avem 
d 
î. = Aj + Az 8+FLU, au(t), Bad), e] —P[i, alt), Bal), e] 

dă 
“di = Q3+G[i, cau(6), Bild), el —G[i, aa(t), Bad), e]. 
Rezultă, ca mai sus, 


| 5] < Zae(llaa — azil + If — Ball) 


or] Ls e (ll — call + Ba — Bal), 


ceea ce arată că operatorul este, pentru e suficient de mic, o contracție. 

Deducem existenţa unui punct fix unic în regiunea ||a|| <Ke, 
|6]|< K' e, deci a unei soluţii periodice respectiv aproape-periodice, a. 
sistemului (26), de forma 


(0) = e (i, e), n(t)=e nt, e). 


Am obţinut în definitiv ; 
TEOREMA 3.18. Dacă sistemul (25) admite o soluţie periodică, respectiv 


aproape-periodică [u(t), v(t)] astfel ca LI < —uE și dacă soluția 


şi apoi 


banală a sistemului (27) este uniform asimptotic stabilă, sistemul (21) admite 
pentru 0 < e < e, o soluție periodică, respectiv aproape-periodică unică 
[ze (î, e), y (î,)] de forma 


z(, e)=ul(i)+re Et, e), 
y(t, e)=ov(îh+reni(i, e)—e U(l)E(, e). 
Observaţie. În cazul soluţiilor periodice, condiţia impusă sistemului 
(27) poate îi slăbită, cerînd numai ca el să nu admită soluţii periodice de 
perioada considerată, diferite de soluţia banală. 


De asemenea, condiția impusă matricii Q poate îi slăbită, cerind 
de exemplu ca pentru orice t să admită valori proprii cu părţi reale nega- 
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tive < — a. Această condiţie poate fi încă slăbită, dar conduce la cereri 
cu totul neefective. 

Vom considera acum numai cazul periodic şi vom presupune că 
sistemul obţinut pentru e = 0 admite o familie de soluţii periodice depin- 
zînd de parametrii €,, €3,..., ce 

Vom nota cu e vectorul (0. Cap.» 6) al parametrilor. 

În acest caz sistemul (27) admite soluţii periodice. Într-adevăr, din 


du(t, c) 


d! =—f [î, u(t, e), oi, e), 0]. 


g[i, utt, e), v(i, c), 0]=0. 
rezultă, 
O o[i, c) 


d Out, ERE O ul(i, €) 
Oc 


dt  9e a: +, 
„dul(t, €) „9 (i €) — 0 
% 7] => 49 
O ce O e 
deci 
9 v(i, c) SE pet 0 000.0) 


0 e Oc 
Rezultă 


„d dult, e) 
di  0c 


eo 6) Sos) Cc). 


=> UD > Aa) 
i i „a.  0ul(t,c) , Ls îi cute 
Prin urmare iuncţiile periodice i sînt soluții ale sistemului (27). 
C 


Conform teoremei 3.2 sistemul adjunct sistemului (27) admite același 
număr de soluţii periodice independente, pe care le vom nota q, (î,c€),.. 

Q, (î,c). Să presupunem că pentru o valoare 6, a parametrului, sistemul 
(26) admite o soluţie periodică de forma 


E(, e)= e E" (i, e), n(t, h=entt, e). 
Atunci £*, n* verifică sistemul 


a = ADE (e e) + As), fre, 
dv (î, e) _ i i _do $ 
EP = 9 (în (tb £)+g, eta 


'Ținînd seama de teorema 3.2 avem 
| q, (î, Co) (42 (îm'(t, e) Sp +eFf')di=0, (3=1, 2... k). 
0 


Fie »'"(î) = lim » “(î, e). 
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Rezultă 
| q(% co) (Az(0) nf ai=0, (1, pe: k). 
0 


* 


Pentru a calcula pe 7” să considerăm sistemul 


dn — 
sa Q (î) m. 


[AN 


Fie U (î, s, e) matricea fundamentală a acestui sistem. Din ipoteza, ja Q 


SS — u E rezultă evaluarea 


u 


|U(t, s, e)ll<Be * 


(—s) 


Soluţia periodică 7* (î, e) se serie sub forma 


ţ 
n (î, »=| E pa 8, a, — er ee| ds. 
„—co € ds 
Avem 
* ţ E (08) € 
ţ U(i, s,.) G ds <uj e £ ds=.M-—; 
——00 — 00 U 
deci 


Li 
im | U(t, 8, e) ds=0. 


£—0 Ja 


Rezultă că 


4 
n" (t) = uim | U(i, s, (si — =) ds. 
t20c |_a ds 
Mai departe, 
LVe __HW k, |t—Ve ÎRIR «d 
pom e je ct sepci 


deci 


ie 
im Ut, s, (= Toae=o. 
e ds 


— 890 


Prin urmare avem 


t 
7" (t) = tina £ ( U(, s, (a — deja 


.>0 € Va 
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“| U (i, 8, |. — coasa = mira - U (i, 8, Moe. a: 
E Ji—ys ds e Î-y; 
do t d _ „do _ 
— ea = = U(î, s, «)Q 1(s8) (4 aa = 
ţ ţ 
== Dede (a as) tt ee olaseolu- 
Ve Ve 
— dea = — CU) ( Ei +U(i,t—Ve, 291 a DC __ 
ds € dt 3 P] . 
dv 


4 d : do 
—— + U(t, 8, e) —0O1(s8 | — oa 
Ei, L 6, e, Qi 


Pentru < — 0, ultima integrală tinde evident către zero. Deoarece 


Uz, s)i< Bet! 

rezultă că şi al doilea termen tinde către zero. Rezultă în definitiv 
i SI „do 
1'(0= 0 0) LA 
TEOREMA 3.19. Presupunem că sistemul (25) admite o familie de 

soluţii periodice de perioadă o, [uli, C), o(î, €)], şică pentru soluția corespun- 
zătoare valorii € = €9, avem << — yu H. Dacă sistemul (24) admite 
0 soluţie periodică de perioadă w de forma 


(i, e) =u(t, 00) + e E (î, e), y(t, e) =ov(t,0)+e n" (î, s)—e U(t)5 (î, <), 
atunci 


Cat o) dati 0-46, e] d, — oa <a) |- 7 a 0,= ra...) 


pentru toate soluţiile periodice q; (i, co) de perioadă « ale sistemului adjunet 
sistemului (27). 


Studiem acum problema perturbaţiilor singulare ale sistemelor 
autonome de forma 


dz 
e 4 și 
EP ă! >Y, e), 


(28) 
d 
Ti = g(7, y, e). 
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Pentru « = 0 se obţine sistemul 


dz 
a Fo Y> 0), 
g (x, Y> 0)=0. 


Presupunem că pentru 2 €.D există e (2) astfel ca 


g(z, p(2), 0) =0. 
Considerăm sistemul 


= =flz, ete), 0l zeD. (29) 


Presupunem că acest sistem admite în D o soluţie periodică, respectiv 
aproape-periodică, u(î). 

Considerăm sistemul ortogonal normal £,, £2,... E, legat de această 
soluţie, unde 


p — Flu elu(), 0] 
Lut), e(u(t)),0]| 
Din construcţia vectorilor £,,..., E, rezultă că aceștia sînt periodici, 


respectiv aproape-periodici în lt. 
Facem în sistemul (28) schimbarea de variabile 


z = u(0) + 8(0)2, 
noile variabile fiind 0 şi 2, iar S fiind matricea care are drept coloane vec- 


torii Ea... > Gu 
Se obţine un sistem de forma 


dv 

= 0 (0, 2 e), 
az (0, 2,9, 
d 2 
— = Z(0, 2 e 
d (9, 2,9, e), 


28 = g[u(0) + 8(0)z, v, el. 


Pentru e = 0, 2 =0,y = e [u (0)]avem O =1 deci pentru y în vecină- 
tatea lui q [a (0)], iar 2 şi e mici, avem O -£ 
Putem deci lua pe 0 ca variabilă independentă Şi obţinem 


dz _ ZU, 2, Y> €) „dU — g[u (0) + S(0)z, gl , 
d0 0(0, 2, y, e), d0 (6, 2, y, e) 
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Am obţinut astfel un sistem periodic, respectiv aproape-periodic de forma 
dz d 
ET az 2, Y, €) ce Y(0, 2,y, e) 
ca în teorema 3.18. 
Pentru e = 0 se capătă 
9 [u(0) + 8(0)z, y, 0]=0 
care admite soluţia 
2 = 0, y = plu(0)] 
g[Lu(9), p[u(0)], 0] =0, 


ZI, 0, el[u(0)], 0]=0. 


căci 
Şi 


Avem mai departe, 
9, 8(0)0 —g90, 
Y, (6, 0, plu(0)],0)= abil bal A 


z=0 


des Alt 
Ci g, [u (6), p[u (0) ], 0]8 (0), 
Y,(0, 0, op[u(9)], 0) = fe s.| = Ju Lu (0), plu(9)], 0]. 


0 
e [u (0)] 
0 


Rezultă că ” 
U (09) = (9, [Lu (9), e[u(09)], 0]) 1g,[u(0), e [u(0)], 01846), 


Q (0) =, [u (9), plu(9)], 0]. 


Calculăm pe: 
A4,(0) = F,[0, 0, e[u(9)], 0] — F,[0, 0, e[u(0)],0]U(6), 
Z„0 —Ze, 
F, [9,0, plu (9)], 0] = —— pa |, >Z—ZO, N ) 
v=e[u(0)] v=9 lu (0)] 
<=0 a 
, Z,0—Ze, , 
Fy [0,0, e [u (0)], 0] = a - > VEI ie Z,— ZO, N 
d [u (0)] v-o [u (0)] 


Sistemul (29) se scrie în noile variabile 


= lbuze [a (0) + 8(0)21,0] 


E =Z10,, e lu(0) + B(0)z] 0] 
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deci 
dz _ Z [6,2, e [lu (0) + 8(0)2],0] , 
d0  O([6,z,p[u(0)+8(0)2],0] 


Matricea sistemului în variaţii normale se obţine luînd derivata în raport 
cu 2 în punctul 2 = 0. Deducem 


B (0) — [Ze + Zu 928 (0)]0 —Z(0. + 0,928(0))|  — 
02 


z=0 
= Za — Zu (9, 9,8 (0) —Z0, + Z0,(9,) 19.8 (0) | 1-0 = 


= (7, — Z0;),-0 — (Zi — Z 0-0 U=F7,—F,U, 
deci 
B (0) = A, (9). 


Dacă presupunem că soluţia sistemului în variaţii normale este uni- 
form asimptotic stabilă (ceea ce în cazul periodic înseamnă că sistemul 
în variaţii corespunzător soluţiei u(î) are toţi mutiplicatorii afară de unul 
în interiorul cercului unitate), rezultă îndeplinite condiţiile din teorema 
3.18. 


TEOREMA 3.20. Dacă sistemul (29) admite o soluție periodică, res- 


pectiv aproape-periodică, u(t), situată în D astfel ca ai e C — ul, 


unde 0 = g, Lul(t), p Lu(t)], 0] şi în plus dacă solutia banală a sistemului 
în variaţii normale corespunzător este uniform asimptotic stabilă, atunci 
pentru O < se < eg sistemul (28) admite o soluţie periodică, respectiv aproape- 
periodacă unică, care pentru e = 0 se reduce la (u(t), e [u(t)]). 

Este suficient să observăm că în ipotezele teoremei, pe baza teoremei 
3.18, rezultă existenţa unei soluţii [2 (0, =), y (0,=)] de forma 


2 (0, e) = e 8" (0,e), y(0,5) = p[u(0)]+0(e) 
care conduce la o soluţie de forma 


2 =u(0) + e8(0) 8" (0,e), y(0,.)= plu(0)] +0(2). 
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tatul a fost dat în [64]. 


CAPITOLUL IV 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 


Într-o serie de împrejurări nu se poate neglija durata de transmi- 
tere a acţiunii, ceea ce face ca forțele care intervin în sistem să depindă 
în fiecare moment de starea sistemului nu numai în momentul considerat, 
ci şi în momentele anterioare. Astfel apar sistemele de ecuaţii diferen- 
ţiale cu argument întîrziat. În cele ce urmează vom schiţa unele probleme 
calitative în teoria sistemelor cu argument întîrziat. 


$ 1. TEOREMA DE EXISTENȚĂ. PROPRIETĂȚI GENERALE 


Să considerăm un sistem de forma 


2 = fl, z(0),zt—)], (1) 


unde r > 0; presupunem că f este continuă în raport cu ansamblul argu- 
mentelor. 

Pentru un asemenea sistem soluţia se construieşte, prin ,,metoda 
paşilor”, în felul următor : fie dată o funcţie qo(t) continuă pe segmentul 
[to — 7, bl]. Formăm sistemul 


= fi, z, eo(t—7)l; to Sictotr 


şi considerăm o soluţie a acestui sistem determinată de condiţia iniţială 
£ (în) = e (lo). Fie q,(!) această soluţie, care există pe baza ipotezelor de 
continuitate făcute. Dacă această soluţie este prelungibilă pe tot segmentul 
[to lo + 7], formăm noul sistem 

dz 


pin A d pi (î—7)]l, to +rrSiStb +27 
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şi considerăm o soluţie a acestui sistem determinată de condiţia iniţială 
cl + 7) = qu (to + 7). Fie (1) această soluţie. În general, presupunînd 
că q,_.(t) este prelungibilă pe intervalul [î+(k£—2)7, to+(k—1) 7], se for= 
mează sistemul 


= fl 0 euoatt 200 (ED CIC + hr 


şi se consideră o soluţie a lui cu 
(to + (k — 1)7) = Pra [to + (k — 1)7] 


care se notează q,(!).0O soluţie a sistemului (1), z(t), definită de 
funcţia iniţială o(t) va fi dată de relaţiile z(t) = c(t) pentru 
IE [to +(k—1)r, to + kr], k=—0,1,... Funcţia a(t) este evident con- 
tinuă ; prin însăşi construcţia ei, funcţia (1) este derivabilă în punctele 
interioare ale intervalelor [i, + (k—1)7, totkr], k>1. Se vede de 
asemenea că z(t) e derivabilă şi are derivată continuă şi în punctele 
t; + kr, kb > 1. În punctul i, există numai derivata la dreapta. 

Dacă f(î,z,y) verifică condiţia Lipschitz în raport cu z, oricare ar 
îi y, atunci există o singură soluţie care pe [i —r, to] coincide cu eg, deoarece 
funcţiile q,(t) rezultă determinate unic şi orice soluţie trebuie să coincidă 
cu q,(î) în [to + (k—1lh, to +krl. 

Sistemul (1) reprezintă tipul cel mai simplu de sistem cu argument 
intîrziat. Sînt posibile situaţii în care să apară valorile funcţiei (1) cu 
diferite întirzieri, şi în sfîrşit aceste întîrzieri pot să depindă de 1. Pu- 
tem considera astfel sisteme de forma 


dz) 


pla Ş Li 200), 2 (6 — (0), 206 — Ta (0) e o Pt — Ta (0). 
Pentru asemenea sisteme se presupune că 7,(î) 20 şi se consideră mul- 
ţimea F£,, formată din valorile t—r, (î), t>tp care sint mai mici sau egale 
cu tb. Funcţia iniţială q, se dă pe mulţimea Fi. 

Mai general, putem considera tisteme de forma 


20 = fate), (2) 


unde pentru fiecare 1 fixat componentele vectorului f sînt funcţionale 
definite pe mulțimea funcţiilor continue date pe [—r,0], 7>0. Funcţia 
f depinde astfel de întreaga comportare a funcţiei z anterioară momen- 
tului î. Vom presupune dată funcţia iniţială e continuă pe [i —r, tol- 
Considerăm spaţiul funcţiilor continue, date pe [in —r, to+h]cu h>0 su- 
ficient de mic, cu norma obişnuită a convergenţei uniforme, || u|| = sup |u (2)] ; 
(9—TSICieth 
submulţimea funcţiilor din acest spaţiu care pe [th —7,to] coincid 
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cu e formează evident un subspaţiu complet. Fie A [u] operatorul definit 
pe acest subspaţiu complet prin relaţiile 


4 
A jale | flou(o + s)]do pentru t<i<t+h, 
“le 


A [u]= e(t) pentru t, — rii. 


Evident, operatorul A aplică subspaţiul considerat în el însuși. 
Vom presupune că f verifică o condiţie de tip Lipschitz şi vom demonstra, 
că A este o contracție. 


Avem 


IA [u] — A [uz] = 


| (flo, m (6 + 3)]—f [oua (6 +5) ds|< 
«le 


ţ 
<| Ifle,m(o+s)] — f [o,ua(o + s)]| do pentru t<t<i+h, 
le 


A [u.]— A [u,]2=0 pentru tb —r SiS. 
Dacă presupunem că 


If(t pa) —f(t, p2)l <Lle — pal 


pentru q,, e, într-o vecinătate a lui o(t, + s), atunci, pentru / suficient 
de mic și u,,u, în această vecinătate, va rezulta că A[u,] şi A[u,] sînt în 
aceeaşi vecinătate şi în plus 


A [us] — A [ua] shLlm—vzl, 
deci pentru h suficient de mic, A este o contracție. Rezultă în aceste con- 


diţii că A admite un punct fix și că acesta este unic. Dacă z(!) este punctul 
fix al operatorului A, avem 


z(î) = o(t) pentru t&;[to — 7, to] 


Şi 
ț 
sii =) | flo,z(0 +5)]do pentru << +h, 
deci Di 
dz (1) 
= flat 
d f Lt, z(t+ s)] 


şi z(t) e soluţie a sistemului (2). 

În acest fel, dacă f verifică o condiţie de tip Lipschitz este demonstra- 
tă teorema de existenţă şi unicitate pentru sistemele generale de forma (2). 

Ca, şi în cazul sistemelor de ecuaţii diferențiale ordinare, această teo- 
remă are un caracter local. 

Vom nota, ca şi în cazul sistemelor de ecuaţii diferențiale ordinare, 
cu z(t; to; e) soluţia sistemului (2) definită pentru t>t — 7, care pe 
[to to — 7] coincide cu funcţia iniţială ge. 
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Presupunind verificată în continuare condiţia de tip Lipschitz să 
demonstrăm inegalitatea fundamentală“) 
|z(îto5 ea) — Z(titos p2) | Sl — alle”. (3) 


Pentru t = t, inegalitatea este evident verificată. Presupunem că 
ea nu este verificată pentru toţi i pentru care soluţiile sînt definite şi fie 


i, marginea superioară a punctelor t pentru care inegalitatea are loc. 
Avem 


| Z (în ; to» (97) = L (în ; to; (93) | = || p — p3|| ez te 


[.] L [] (9 1 A A 
ŞI pentru orice n există, <t, <t, + — astfel încit 
n 


|z(t, to pi) — £(î;to> p2)l > lea — alle to. 
Rezultă 


j (| (î, 3 to; pa) — L(î, to; p2)l — 1|£2(h lo; pa) — 
n VU 


— £ (ti to 2) | > [ef („—i0 —et—]|| e, — ga] 


i n 1 
deci 


i 1 
lim sup —(|z(ti + hito, Pa) —2(th+h;to>;p2)l—lz(t;to se) — 
h30+ h 
— (th to; 92)]) > Leg, — poll=Llz(i tos e) — P(ti5 tos; pol. 
Din sistemul (2) rezultă 
| da (î;to; pi)  dz(t;to, 2) 
di di 


= II Dzti taste) 


—J [i z(t+s; to, 2)] 


deci 


<L sup |z(t+s;to, Pi) —L(t+ sto, p2)l 


— Ssso 


<L sup |z(ti + sto; pa) — 


—TSssS0 


dz (î. ; to; Pi) E) dz (în ; to» 92) 
di di 


— L(thh + sto P2)l SLla — polleftrto = L|a(t, to, Pi) — C(h lo, Pa); 


căci pentru s < 0 avem î, + s Ct, și inegalitatea (3) este verificată. 
Avem însă evident 


du (î,) 
dt 


*) Demonstrația de mai jos reproduce pe cea dată de N. N. Krasovski. 


Ş 1 
lim sup —(|u(ti+h)i—lut)h < 
ho0+  h 
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deci 


, 1 
SU Sup Ul Dita rris toa/ a) (diete 3 dania) — 1 2(tto; 9) — 


— £(t to» p2)l? <Llz(hto; Pr) — 2(h tos p2)l 


ceea ce contrazice inegalitatea (*). Existenţa lui t, este contradictorie, 
deci inegalitatea (3) este valabilă pentru toate valorile ti pentru care solu- 
ţiile sînt prelungibile. 

În aceleaşi condiţii, să considerăm şi sistemul 


du (t) 


EP = Jltbu(t+s)l+gltul(t+s)]. (4) 
Demonstrăm inegalitatea 
|z(î;t,p)—utt;to, p)| s(e” e —1)suplg(bu(t+s))]. (5) 


Folosim acelaşi procedeu ca mai sus. Pentru t = tj, inegalitatea (5) 
este verificată ; fie t, marginea superioară a mulțimii valorilor t pentru 
care ea rămîne verificată. Avem 


|z(t. 30; 0) —ul(tiitos P)| = (el — 1)suplg(t,u(t + s))| 


în dn 1 ata 
şi pentru orice n există t, <t, < th + — astfel încît 
n 


|z(î, to; 9)—ut(t,sto;e)] > Le”n o —i]sup lg(tu(t+s))l, 
Rezultă 


i 1 
lim sup —(|z(ti+h;tos9)—u(hh hr hito;09)l—lz(thito> p)— 
h—0+ h 


— u(ti5o; 9); >-Ler“suplg(tu(t+s))|. (**) 
Pe de altă parte, 


de (în; 039) _ dubite?) | — sup ll ks; 9) — 
di di — Sss0 


—u(t, +s;toy p)| = sup | g(î,u(t + 8))| << L (ez 4-0 —1)sup | gi,u (24+s8))]+ 
+ sup |g(î,u(t + s))] = Le” sup |g(t,u (ti + s))] + 
+ (1 — Dhsup |g(t,u(t + s))] < Le“ sup |g(t,u(t + s))| 


dacă presupunem L > 1. 
Rezultă 


Ă 1 
lim sup —-(|2(hthito 9) — U(ti +k hito 9)l —l (hi to; 9) — 


— u(hitose)l) <Le”“ e suplg(t,u(t + 8))| 
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ceea ce contrazice (**). Existenţa lui t, rezultă contradictorie şi deci inega- 
litatea (5) e demonstrată pentru toţi t > i, pentru care soluţiile sistemelor 
(2) şi (4) există. 

Să presupunem acum că f are componentele diferenţiabile în sensul 
lui Frechet. Atunci vom putea scrie 


f [i z(t + s)]— [i pat + s)]= Alt, (tt + s8)— (tt +s)) +o(llz—z|]), 


unde A (î,q) este un vector ale cărui componente sînt pentru ficare t 
funcţionale liniare, deci, pe baza teoremei lui Riesz, 


0 
At) = (nete) 
n (4,8) fiind o matrice, care depinde de soluţia z,. Sistemul liniar 


oz (nisa (6) 


se numește sistemul în variaţii corespunzător sistemului (2) şi soluţiei ze 

Pentru a evita scrierea incomodă (6), cînd vom avea de-a face cu 
sisteme liniare generale de această formă vom presupune că y este un 
vector linie şi vom scrie 


D= pirate) (7) 


— 


În cazul sistemelor de forma (1), presupunînd că f (î,u,2) este dife- 
rențiabilă, sistemul în variații se scrie 


y (0) =, [i za (0, za (t— 019 (0 +, Li 20 (0, za (t— lu (i). (77) 
Să presupunem că f este diferenţiabilă în sensul arătat mai sus şi fie 
Z(t; to; o) Şi Z(t;lo; p) două soluţii ale sistemului (2). Putem serie, notînd 
u(î) = (tite, p)— (ti lo» Po) 
d (î) = z(t+ sites p)l—f Li, z(t + sto, Po)] = 
= A (bu(t+s)+o(lul]). 
Fie y(t) soluţia sistemului în variaţii (6) care pe [i—r, to] coincide 
cu p — pg. Atunci pe baza inegalităţii (5) putem scrie | 
|z(î;t0; 9) — z(t;to; 9o)—y(t)] = o(llz(t;to, 0)—zi(t;tos Po)l]) 
şi ţinînd seama şi de inegalitatea (3), rezultă 
|z(t;î0; 9) — z(t;tos po) —9Y(t)l =o(lle— ol). (8) 


În încheierea acestor consideraţii introductive să observăm că unui sistem 
cu întirziere de forma (2) i se ataşează un operator U, definit pe spaţiul 
funcţiilor continue pe [—r, 0] prin formula 


Up=sx[it+s;0,q], sE[ —7,0], 1>0. 
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Acest operator are următoarele proprietăţi : 

17. Este continuu pentru orice t fixat ; acest lucru rezultă din inega- 
litatea (3). 

20. Avem Up e = op, deci U, este operatorul identic. 

3”. Dacă sistemul este liniar, de forma (6) respectiv (7), atunci U, 
este un operator liniar. Într-adevăr, din liniaritatea sistemului rezultă că 
orice combinaţie liniară de soluţii este soluţie, deci 


Y (îs tos a Pat 2 2) = cu Y(t;tos Pa) + &2yl(t; to, 2) 


deoarece în ambii membrii ai egalităţii se află soluţii şi aceste soluţii coincid 
pe [to î. 3 to]. i 
Din egalitatea scrisă rezultă 


U, (aa fi + la pa) = au U, pat ao U, ga 


deci U, este liniar. 

Relaţia (8) arată că dacă (6) este sistemul în variaţii ataşat sistemului 
(2) şi soluţiei z (î;0, e) şi dacă notăm cu U, operatorul ataşat lui (2) 
şi cu V, operatorul atașat sistemului (6), atunci 


| U,e — U, eo — V.(9— Po)ll=o(lle— gol); 


deci V, este diferenţiala Frechet a lui U, în punctul ge. 


$ 2. TEORIA STABILITĂȚII LLAPUNOV 


Trecem la stabilirea propozițiilor fundamentale asupra stabilităţii 
Liapunov la sistemele cu întîrziere. 


DEFINIȚ:E. Soluţia za(t) a sistemului (2) se numeşte uniform stabilă 
dacă pentru orice e > 0 există 5(e) > 0 astfel ca dacă |q (5) — 2o(s)] < 5 
pentru s€ [to — 7, to], atuncilr (i; to, 9) — Lol(t)] Ce pentru t> to. 

Ca şi în cazul sistemelor de ecuaţii diferenţiale ordinare, studiul 
stabilității unei soluţii zo(1) se reduce la studiul stabilității soluţiei banale. 

TEOREMA 4.1. Să presupunem că există o funcțională V Li, p] definită 
pentru orice t pe sfera || q|| SH din spațiul funcţiilor continue pe [—7,0] 
cu proprietăţile : 

19. Baistă funcţiile a (r), b(r) continue, pozitive și monoton crescătoare, 
cu a (0) = b (0) = 0, astfel ca a (lei) <Y [bel <b (lei) 

2. V*(î) = V[i, z(t+s; to; e)] este o funcţie monoton descres- 
cătoare pentru i >> to, sEL—r, 0]. 

Atunci soluţia banală a sistemului (2) este uniform stabilă. 

Demonstraţie. Fie « > 0, 5(e) <b[a(c)],to > 0, e o funcţie con- 
tinuă pe [to — 7,to], |lel[<5(e). Considerăm soluţia z(t;tp,q) şi for- 
măm funcția 


V*(0)=Vlta(t+rsstose)l. 
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Conform ipotezei, această funcţie este monoton descrescătoare, 
deci 


V* (6) SV*(to) = V [tos (to + s;to; 9)]= 
= V [tos eta -+5)1 (le) <b(3(9) <at). 


Din a (|| 2 (£+s; to, p)l) <a (e) şi monotonia funcţiei a (7) rezultă 

| z (t A s;t; 9) || ce,deci |z(t;t,, o) | <e, pentru t > lo - 
EOREMA 4.2. Dacă soluția banală a sistemului (2) este uniform 
stadii, există o funcţională V [i, 9] cu proprietăţile din teorema precedentă. 
Demonstraţie. Fie G(r) o funcţie continuă pozitivă şi monoton cres- 
cătoare pentru r > 0, G (0) = 0. Definim funcţionala V [t,g] prin relația 


Y[tq]= sup&[latrotsi;te(u— lb t—sSuSt —r Sas. 
020 


Deoarece pentru o =0 avem 


|z(t+s;tep(u—ili=le(u—di=lei 
rezultă că 
V [te] >G(lel). 


Din stabilitatea uniformă a soluţiei banale a sistemului (2) rezultă 
că există o funcţie 8 (e) cu proprietatea că ||e|| < 5 implică | z(î; to, e) | <e 
pentru > te. După cum s-a arătat în capitolul I, funcţia 5 (e) poate fi aleasă 
monoton crescătoare şi continuă, deci există funcţia inversă e (5) cu pro- 
prietatea că | z(t; to, e)| < e(llel]), pentru t > to — 7 (dacă presupunem 
în plus, ceea ce nu restrînge generalitatea, că 8(e) < e). De aici rezultă că 


|az(t+o+s;t, p(u —0))l| < ete) 
şi deci 
V[t 9] <Gle(llel)]. 
Mai departe, 


V'(0=Vlt, z(l+ ss; to ȘI BUD. G[la(t+o+s; t, z(t+s,to, e))lll= 
=> AUD Gia (esarfa ol 


căci soluţiile z(u ; î, z(t + s; to, e)) şi z(u; to» e) coincid pentru ut de- 
oarece coincid pentru toţi îi —r usi 


Fie t, > to, d = th —t,. Avem 
V' (6) = sup G[llz(i+ a-si tos ș)ll] = sup Gila (ti trăto+aity 9)ll= 
= sup G[llz(ta + o + si tos el] = sup G[llz(iz-to-ts; îs ș)l] = V" (4) 


deci V *(t) este monoton descrescătoare. 
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DEFINIȚIE. Soluţia banală a sistemului (2) se numește uniform asimp- 
totie stabilă dacă există 39 > 0 și funeţule 5 (e), T (e) astfel ca |lpl| <5să 
implice |z (i; to, e)|] <e pentru it > to îar lol Că şi t>to + 7 să 
implice |z(t; în, o)| <e. 

TEOREMA 4.3. Să presupunem că există o funcţională V [t, e] de- 
finită pentru orice i > 0 pe sfera |||] SH din spaţiul funcţiilor continue 
pe [—r, 0], cu proprietățile : 

1”. Eaistă funcţiile a(r), b(r), e(r) continue, pozitive și monoton cres- 
cătoare pentru r > 0, a(0) = b(0) = c(0) = 0, astfel ca 


a (el) <Y [i else), 


LA să Ba mă ct e a NE Ia 1, A a m) IP RER a 


Atunci soluţia banală a sistemului (2) este uniform asimptotic stabilă. 


Demonstraţie. Fie 5 (e) < b-1![a(<)], le] < 5(e), V'(î)=VYV [i, z(t+ 
+ 8; în 9)]. 


2*. lim sup 
hR>0+ h, 


Avem 
PI ee (Ban nl AL PRE 
R30+ h 
— lim sup V[t + hat + h + si to; p)] — VI at + s;to, 0)] =: 
R>0+ h 
= lim sup E oaia eter i] — În at Fei noa) < 
h>0+ 


< —e (|lz(t + s;to9)l]) <0 
dacă || e|]| =£ 0. Din 
Îsi ara 00 te a) 0) o 
h>0+ h 
rezultă că V"(î) este monoton descrescătoare, deci ca în teorema 4.1, re- 
zultă |z(t ; to, e)|| < e pentru t> te. Să observăm că deoarece V” (î) este 


monoton descrescătoare, ea este derivabilă aproape peste tot şi deci con- 
diţia, 2* este verificată aproape peste tot de derivata funcţiei V". 


Fie 3 =5(H), T(e)= Tai || |] < 59. Dacă pentru tel, to+7)] 
c[5 (e 


am avea 
le(t+s; to; $)l| > d (e), 
ar rezulta 
c(la(t + s; to; p)ll) >eLâ(e)] 
şi deci 


it cui 0) E 00), a 


R>0+ h 


— eL8 ()]; 
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de unde, pe baza unei proprietăţi din teoria funcţiilor de variabilă reală, 


V"(î) — V' (to) < —c[ă(e)] (tt — to) 
deci 


V" (6) sV' (to) —ce[3 (e)](t — în) < B(Ilel]) — eL5(e)] (t — în) < b(50) — 
— eL8 (e)l(t — to). 


De aici 
V* (to + 7) < b (35) — e[8(2)] 7= 0 


eeea ce este contradictoriu. Rezultă că există t' € [to to + 1] astiel ca 
lat + sto e)ll< 3(e), deci |z(t;t,z( + si; to 9))] <e pentru î>t'. 
Dar aceasta înseamnă că pentru t >, + Tavem |z(t; în, e)| Ce şi teo- 
rema e demonstrată. 

TEOREMA 4.4. Dacă soluția banală a sistemului (2) este uniform 
asimptotic stabilă, există o funcţională V [t, p] cu proprietățile din teorema 
precedentă. 

Demonstraţie. Fie, ca în demonstraţia teoremei 1.6, G(r) o funcţie cu 
G(0) = 0, G'(0) =0, G'(r)> 0, G'(r) > 0 pentru r> 0. Alegem 


l+oac. 
l-+o 


Demonstrația decurge mai departe ca în cazul teoremei 1.6 şi nu o- 
mai repetăm. 

Ținînd seama de faptul că f verifică o condiţie de tip Lipschitz şi 
folosind evaluarea (3), se demonstrează la fel ca în teorema 1.6' că se poate 
alege funcţia G astfel încît funcţionala V [î, q] să verifice inegalitatea 


IV [t, pa] — VL, ez] <Mila—ozl, 


pentru || || < 5 (50), liga] < 3 (3). , PI | 
TEOREMA 4.5. Dacă soluția banală a sistemului lhniar (6), respectiv 
(7) este uniform asimptotic stabilă, atunci ea este exponențial stabilă, adică 


|y(î; to ș)] < Be“ e]. 
Demonstraţie. Detinim operaţia U., prin relaţia 


V[i, ep]= sup G(|| at +o+s; t, p(u—t))]]) 


U p=y(s;to pp), t—r Ss. 


Această operaţie aplică spaţiul funcţiilor continue pe [î, — 7, to] 
în spaţiul funcţiilor continue pe [i — 7, î]. Din cauza liniarităţii sistemului 
această operaţie rezultă liniară. Inegalitatea fundamentală (3) arată că 
ea este şi continuă. Rezultă deci că ea este mărginită, deci există || U.,|] 
cu proprietatea 


Sup || Up || = ID 
Iesi 


Pentru le] 8, t>t0 + 7 avem |y(t; to, e)| <e, deci pentru 
t>to + TD —+ o rezultă |Uiupl| <e. 
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- 


Fixăm pe e cu 0<e<1. Fie ge, arbitrarcu lol <1; atunci 
5 po || 5o, deci || Uii,5oeo|| Ce pentru t >to + P+r, deci || Ur, poll < 


< ai - Cum qp este arbitrar cu || e|| < 1, rezultă | Ui,|]] < î. pentru t > 


0 0 
>t + P+r sau |Uu]| Le pentru t>t, + 7, +7 unde am notat 
1, (=) = T(59e). Avem relaţia 
Uli 9 = Ups ( Uite: 9) 
(care revine la 
Yy(s; to» 9) =y(s;to Ft Tiuk yl(uito 9); ul rTutot Tr). 
De aici rezultă 
| Ui pl | Ura Îl Urari el Ce? e | pentru t>t& +2(7, +7), 
deci 
| Ves ]| < 2 pentru t > t+2(7, +7). 


Prin inducţie rezultă imediat | U..,|| Ze” pentru t>t- rm (7, + 7) 
şi mai departe demonstraţia continuă la fel ca la sistemele de ecuaţii 
diferenţiale ordinare (Cap. 1,$4). 

TEOREMA 4.4'. Dacă soluţia banală a sistemului liniar (6) respectiv 
(7) este uniform asimptotic stabilă, există o funcțională V [i, e] definită pen- 
iru orice i >> 0 pe spaţiul funcţiilor continue pe [— 7, 0], cu proprietăţile : 


1” jel? < Vl plc, el; 
2 IV [i, Pa] — Vl, 93] | <K, (|| Pa || + || 92|) e zi Pa|| ; 
30 lim SR AU + h,y(t+- hrs; to; 9)]— VI y(t+s; to ?)] « 


h>0+ h 


< —lly(t+s; to e)l!. 
Demonstraţie. Fie 


nel = prurit e)lPău + suplytttotast IP; 


reamintim că ||q|| = sup | qe(s)|. Convergenţa integralei este asigurată 
— 7 S s So 


datorită stabilităţii exponenţiale. 
Evident, 


Vii, e] > SUD Iy(t+o+s; t, e)ll2? > |lel:. 
Din 
ly(î; to; e)l > Bet-|jg|| 
rezultă 


ly(t+u+s; t, e)]s<Be-—a“to|jg||, deci |ly(t+u+s; t,p) SS Bee el]; 
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deducem de aici 


YI, pl< Brel 


9!) 


ec duț- Bret] glp = (1 + „0 Brett =, ll 
Mai departe, 


IV p]-Vli ea] < 


e] girl Iy(t+o+s;t, ea) — sup lg (i + o+s8;t, pa)? < 


| pterutai e el?du (0 lpterurai tea) lPau [+ 
0 « 0 


<b Ils (e-turss 6 pi (tru astea) | du+ 


e 


+ 8up | ly(t+-o+s;t, p)l? —lly(t+o+s;t, pal? ls 


<| (a (-re-re;t, el Elvira + st, el) uta re;t,9)— 
0 

—y(tru+e;t, e) |du + sup (|ly(t+o+s;to)ll + 
+ly(t+o+s; t, P2) ||) supliy (î+o+s; i, p)—ylt+o+s;t, gl 


<$ Bere (gal FI al) Be ee la — șa + 


« 0 


+ Be” (leu l]+ llqzl]) Bell qi pal Bre(1 + 2 Ul Ian pa] = 


= Ka (lea + lea Ile —gall. 
Avem 


Vii y(t+s; tos = | get ss; tyl(t+s; to; p))l*du + 
0 
+ Sup ly(t+o+ssty(t+sste, oi =| lg (t+urs; to p)lzdu + 
02 0 


e supllg (6 ot i îns e) = | Itu tai tos e)ltdu + 
02 i 
aie IL A Unui a ae 


Am văzut în duete ia teoremei 4.2 că Sup ly(t+o+s; to, e)ll? 


este o îuncţie monoton descrescătoare. Rezultă, “de aici că 


IE ORL Aa si AL ia d RL E Rua AI e A Via pla e BP 8 d 
h>0+ h, 
d (* , i 
<a ly(u+s; to; e)l:du = —ly (îs; to; p)ll. 
„t 


Teorema este demonstrată. 
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Ca şi în cazul sistemelor de ecuaţii diferenţiale ordinare această teo- 
remă va servi la demonstrarea unei teoreme de stabilitate după prima apro- 
ximaţie. 

TEOREMA 4.6. Să considerăm sistemul 


& (6) = A at + s)+ fiat + s)), (9) 


unde A (î, z(t + s)) este pentru fiecare tun vector ale cărui componente sînt 
funcționale liniare pe spaţiul funcţiilor continue pe [— 7, 0] (cu norme 
mărginite ca funcţii de 1), iar componentele vectorului f sînt pentru fiecare t 
funcţionale continue pe același spațiu, cu proprietatea |f(i, z(t + 8))| < 
< yllz(t + s)||, v fiind suficient de mic, pentru ||z (t+ s)||-<H. Dacă soluţia 
banală a sistemului liniar de primă aprozimaţie 


y (6) = AU, gt + s)) (10) 


este uniform asimptotic stabilă, atunci şi soluția banală a sistemului (9) 
este uniform asimptotic stabilă. 

Demonstraţie. Fie V [t, q] îuncţionala construită pentru sistemul (10) 
pe baza teoremei 4.4'. Considerăm o soluţie z(t; to, e) a sistemului (9) 
cu ||e|| suficient de mică ; fie 


V(î)=Vliz(t+s;to,9)l. 


Evaluăm 
Um sup V(t+h)—V (t) 4 
R=0+ h 
Avem 
RR PLAI a a) Ma AL E 
R>0+ h 
Pa Alain anuot ă ALC AL A Mani i a) aa A A Ca 3 PE.) 
h—0+ h 
lim sup YI ztrhsi t, zis: to, ș)] —VIt-Fh, y (hrs: be 2 (tsi ta, 9) o 


h>0> h 
Z — la (+ e; td, e)? + 


1 lim sup Vth x (t+h+s; t, z(t+s; top))l—V (t+h,y(t+h+s;t, Z(t+s;too))ll. 
h20 + h 
Avem 


VE h,a(t+rh+rsst, a(t+s, to, p))] — 
— VIt+h,y(t+rhsst,e(t+s;to,9))]| sc K(lz(t+h+ sto, p)ll+ 
+y(t+h+e; t, z(t+s; to p))i)lle(t+h+s; t, z(t+s; to, ș)) — 
—y(t+h+s; tat s;to,e))l. 
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Pe de altă parte, pe baza evaluării (3) avem 
lat h+s;t, alt + sto; p))ll se”lz(t +a; ti, e)l; 
iar pe baza evaluării (5) 
Iz(t+-his;t, z(t+ sto, ph) —yl(t+rhrs;te(t+rs;t,e))ls 
(eh — 1)ye” |a(t + s; to, e). 
Conform ipotezei făcute asupra sistemului liniar avem şi 
ly(t+-hrss;t, p(t+s;tos p))lisBlz(t+s;to, e)l- 
Rezultă 
IV[t+h, z(t+rh+rs;t, ztt+rss; ti, 9))]—Vli+rh,y(t+h+ 
+s; î, z(t+s; to, p))llsKl(e”* + B)lz(t+s; to, p)ll(e* — 
— 1)ye” || z(t + s; to, ș)ll = Kay (e? + B)(e* —1) |z(t+s; to, e)l2. 
De aici 


im sup |V(t+h,z(t+h+s; t,x(t+s; to, 9))]—VIt+h, y(t+-h+s; i, z(t+s; to, 9))]| < 
lim PE PR e Ca e 
h—0+ R 


<IRy(U+ Bet +s; d, ek. 


Rezultă 
, V'(t+h)—V' 
lim sup (CF < — za; n, PE CALE + 
ho0+ h 
+ B)lz(t + s; îs pl2= — 1 — LEU + Bet + ss op el? 
Pentru + < ea ai avem 
LE, (U+ 8) 

V(t+h-—VU 

lim supt (0 e ap lets; to, ol 

R>0+ h 


ceea ce arată, pe baza teoremei 4.3, că soluţia banală este uniform asimp- 


totic stabilă. E uşor de văzut că stabilitatea este chiar exponențială 
căci din 

Vi epl>lel, 
rezultă 


V (0) > |lz(t+s; tos)? 
şi deci 
lim STRONILA d a ez A JA să 


h=>0+ h 


VV” (1) 
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sau 
A V" (i —V 
1__lim su dă (ul Mat AU a 
V' (î) noo-+ h 
de unde rezultă 
i In V" h) —] N 
lim i i e aa A) e Ele 0) & —Y 
h>0+ h 


deci 
In V'(î) —1n V' (0) <—mn(t—t) 
de unde rezultă 
V' (09) <V' (t) et <K,e tel, 
deci 
|z(î + s; tosp)ll? < Re (og? 


şi stabilitatea exponențială este dovedită. 
TEOREMA 4.7. Să considerăm din nou sistemul (9) şi să presupunem că 


fu ze + Di< sil + 9 cu $ gar < co 


Dacă soluţia banală a sistemului (10) este uniform stabilă, atunci 
soluția banală a sistemului (9) este uniform stabilă, iar dacă soluţia banală 
a sistemului (10) este uniform asimptotic stabilă, atunei soluţia banală a sis- 
temului (9) este uniform asimptotic stabilă. 

Demonstraţie. Dacă soluţia banală a sistemului (10) este uniform sta- 
bilă, rezultă ||y (£ ; to, 9)ii-<.M | |] pentru t> to, deoarece sistemul e liniar. 

Fie 


V [i, 9] > SUD (6 orei p(u — î))]]. 
020 
Avem, evident 
Ie] <Y [i gl <M lei 
ly(t+-o+ st, p)ll —ly(t+o+s;t, pa)lls 
Cly(t + o + s3t, pa — pal <MI pi — pal 


şi din 


rezultă 
ly(t+ro+s;t, pi)l_ly(t+o+s;t p2)ll + Mila — all, 
deci 
Vi, e] SVLi, gal + Mle — al, 
IV [te] —Vlt,pal SM. — call: 


Ca în demonstraţia teoremei 4.2 deducem că V [î, y(t + s;to, 9)] 
este monoton descrescătoare, deci 


tra sup VI Eh vit h + sit 9)]— Vl e) oo, 


h=0+ h 


de unde 
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Ca în teorema precedentă deducem că 
|z(t + hrsst, ph—y(t + hr sst,op)ll gti) (e* — 1)e* ||| 
şi deci 
lim sup V[t+h, zi + h aja) — Vltxrhy(t+h+sst, ?)] « 
R=0+ 


<MLgt)lel. 


Rezultă 
a RA el Cal A A 3 A imun AL MR 
h—0 + h 
<M Lg) le || <MLg()V li, el]. 
Notînd 
V (t) aa Vi, x (1 + s; lo > ?)], 
deducem 
V(t+h)—V' (d) 
lim a e MIAţt 
V'() E h = a), 
lim sup îm (t+rh)—mV 0) <LMg (i) 
hR=0+ h 
deci 
A 
în V* (6) — m V*(t)< Lu | g (6) ăi, 
«to 
de unde 


QO QO 
E PE (iu atat 


Ă : zar zu $ 
et + sito, p)llsV ()sY (te e  sMe - lei, 


şi prima afirmaţie a teoremei este demonstrată. 
Dacă soluţia banală a sistemului (10) este uniform asimptotic stabilă, 
deducem, ca în teorema precedentă, 


V(i + h) za V (i) 

Do N N N N ai  —— 
V* () h—0+ h 

de unde se obţine 


1 
x? g (t) 


A Ă ă ze soa — 24 ă 
Iz(î + s; to, p)llz<V (ti) SV (the e e lei 
ceea ce demonstrează stabilitatea exponențială a soluţiei banale a sis- 
temului (9). Teorema este complet demonstrată. 

Ca şi în cazul sistemelor de ecuaţii diferenţiale ordinare stabilitatea 
asimptotică uniformă implică stabilitatea în raport cu perturbații perma- 
nente. 

TEOREMA 4.8. Dacă soluţia banală a sistemului (2) este uniform asimp- 
totic stabilă atunci ea este stabilă şi în raport cu perturbații permanente. Aceas- 
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ta înseamnă că pentru orice e >0 există rm > 0 și n > 0 cu proprietatea 


că dacă sup |R (t, e)| < n orice soluţie a sistemului 
p|<e 


Y(î) = fi y(t + s)] + RILy(t+ s)] (11) 

cu le] < na, verifică inegalitatea |y (, to, e)| < e pentru t > în. 
Demonstraţie. Avem pe baza inegalităţii (3) 
lao ștp)l<e*lel, tcoct+h, 

iar pe baza inegalităţii (5) 

|y(o;t,p)—zostop)ls(e* — 1), 
dacă ly(o,top)l<eşit<octi+h. 
Rezultă 

ly(o;t, p)l ce? el] + (e% — 1), 


şi dacă ||e|| < „iar h e suficient de mic rezultă ||y (» ; t, e) || < e şi evalua- 


rea dedusă din (5) e valabilă. Deoarece soluția banală a sistemului (2) 
este uniform asimptotic stabilă, există o funcţională V[t, q] cu proprietă- 
ţile din teorema 4.4 şi 
IV [e qi] — Vl pa] s<H (n) lg — gal] pentru |lqil] <r, ll <r. 
Avem 
Vl hy(trh i site) —Vlto9] 
= 


lim 
Săi h 
iii LU E Bai ce E tată e E op „e 
h—2+ h 
+ tm sup PIE het fait 8) — VIE iei teii 9)) a 
h—0-+ 


< — e(lel) + ML. 
: e E e [b1( 
Fie e >0, i<a[3), lol <m2=20), i 
Demonstrăm că ||y (t + s; to, p)l| <e pentru t > te. 


Dacă acest lucru nu ar fi adevărat, ar exista î, > t, astfel ca 
ly(t. + s; to; p)ll> ce; dacă notăm ca de obicei 


V(0)=Vliy(t+ sto, e)] 
avem 


Y* (0) > a (lv (în + ss; pl) >a (2) >a[3]>i 
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Pe de altă parte, 
p' (0) = V [tos el Sb (Ille) <b(m) =. 


Rezultă, din cauza continuității funcţiei V" (1), că există i, <t,< 
< ti, astfel ca V" (4) =1şi V (i) > lpentrut > î,. Din V' (ti) = lrezultă 
(ll (fas; to; P)l) > V [tz yl(ta + ss to 9)l=I>al(lyl(ta+s;tp)l), 
deci 


8-1 (0) lg (2 + 8; 9)ll Cat(D< =. 
Notăm y (5) = y(î2 + s; to, o). Avem 
lim sup V (a +h)—V (to) — lim sup V[ta+h,y (ta+h+s 3ta,V)]—V [ta V] a 


h—0+ h h—0-+ h 
<< — e (1I9]]) + LM n cs — e [d 1(0] + LM m <0. 
Pe de altă parte, din V'(î.)=l1 şi V'(î)> lpentru t >, rezultă 
lim sup VP (ta th) V (d) p> 0, 


h=0+ h 


Am obţinut o contradicţie şi deci ||y(t + s; to;>p)||] < e pentru t > to. Teo- 
rema este demonstrată. 

Ca şi în cazul sistemelor de ecuaţii diferenţiale ordinare se demon- 
strează teorema de stabilitate în raport cu perturbațiile permanente măr- 
ginite în medie. De asemenea fără modificări în demonstraţie se stabilesc 
pentru sistemele cu întîrziere o serie de alte teoreme. 

TEOREMA 4.9. Presupunem că există o funcțională V [t, e] definită 
ca în teoremele precedente, cu proprietățile : 


L att, le) sYlieisbiiei); 


2 lim sup V[i+h,zţt+h+e;t,09)l— Vl, JR 


h—0+ h 


3|V [tip] —V lt, pz]ll<L| Pi — Pal; 


unde b(r) este continuă, monoton crescătoare pentru r > 0, b(0) = 0, îaralt,r), 
c (t, r) sînt continue şi cu proprietatea că pentru orice pereche (a, 8) cu 
0 < a-<f$ < H, există 0 (a, 6) > 0, k(a«, 3) > Oastfelca a t,r) > kl(a,8), 
c(t, 7) > k(a, 6) pentru «<r <B, t>0(«, 6). Atunci soluția banală a 
sistemului (2) este uniform asimptotic stabilă. 

TEOREMA 4.10. Se consideră sistemul 


d (î=fIz(t+ s9+ RU at + s)], (12) 
unde f [t, 0] = R[t,0]==0, f şi R verifică o condiție Lipschitz şi în plus 


—cC (£, lei]); 
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lim R[i, 9]=0 uniform în raport cu e pentru || pl] SH. Atunci, dacă soluția 
—co 
banală a sistemului 

300 = [i 20 + 5] 


este uniform asimptotic stabilă, soluţia banală a sistemului (12) este de ase- 
menea uniform asimptotic stabilă. 
ȚEOREMA 4.11. Se consideră sistemul 


d (î) = s)y(t + s)], 
y(î) = g[i, z(t +3), y(t + s)], 


unde f(t, 0, 0) = g(t, 0, 0) = 0. Presupunem că soluția banală a sistemului 


(13) 


(13) este stabilă în raport cu componentele x, deci că există 5(<) > 0 cu 


proprietatea că |q| < 5,llyl < 5, împlică |ztt, to, 9, v)l<e pentru 
t > to. Presupunem în plus că soluția banală a sistemului 


2 (î) = 9 O0,z(t+ s)] 


este uniform asimptotic stabilă. Atunci soluția banală a sistemului (13) este 
uniform stabilă. Dacă în plus stabilitatea în raport cu componentele x este 
asimptotică, deci dacă există 59 > O şi To(e) astfel ca || el] < 5, |IVI|l < 5, 
t> to + Te să îimpuhce |ali; i, o, V) | < e, atunci soluția banală a siste- 
mului (13) este uniform asimpiotie stabilă. 

ŢEOREMA 4.12. Considerăm sistemul 


& (1) = Ş Li, p(t+ s)y(t+ s)], 


y (î) = At y(t + s)) + gli, z(t+ s),yl(t+s)], (14) 
unde pentru lol < ax |lY|l <a avem fit, 9, 9)| <KIvI',p>0, 
| g(î, e V) | < k ||, k suficient de mic, îar A (i, q) este Lisa. Presupunem 
că soluția banală a sistemului bhniar 

(4) = Alt 2(t + s)) (15) 


este uniform asimptotic stabilă. Atunci soluția banală a sistemului (14) este 
uniform stabilă şi în plus pentru orice soluţie pentru care funcțiile iniţiale 
sînt suficient de mici avem y (t)—0, o(>i pentru i — oc. 

Demonstraţie. Fie V Li, e] funcţionala construită pentru sistemul (15) 
pe baza teoremei 4.4”. 'Ținînd seama de evaluarea impusă pentru g(î, e), 
deducem ca în demonstraţia teoremei 4.6, evaluarea 


e IRI RE Alla pă A La ml a mă, A JA Rut 016 3 i BR 


h=>0+ h 


Notînd V'(î)=V[iy(t+s;to, e, V)] se obţine de aici, dacă 
|el!, IVI] sînt suficient de mici (atunci F e suficient de mic), 


PELIN F0) cour. 


— IL —&MIlyl. 


lim su 
A pl h 
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De aici se deduce imediat 
ly (+ sto, 9,9): SV (0) LV (t)e hi <K, e kt ||y ||2 
Mai departe, din 


L 
Tr (t; to; 9) = el) + 7 z(u + s; to 9 Vy(u + s; to» e; 4)] du 


rezultă 


ţ ar i ARE (0 
zi 9 pi le +i EVEPe = "au, 


elle 
de unde rezultă imediat afirmaţia teoremei. 


Definiţia stabilităţii integrale pentru sistemele cu întîrziere se poate 
formula la fel ca în cazul sistemelor de ecuaţii diferenţiale ordinare. Fără 
modificări esenţiale faţă de demonstrațiile date în capitolul I se obţin le- 
mele şi teoremele stabilite în capitolul I, $8. Vom da aici numai formu- 
lările teoremelor. 

TEOREMA 4.13. Presupunem că există o funcțională V Li, p] definită 
ca în teoremele precedente şi cu proprietăţile : 


1” V[i, el > a(lle|), VL[t, 0] = 0, a(r) continuă, monoton crescătoare 
pentru r > 0, a(0) = 0; 
2 |V(i, pa] — Vi p2]l <Kle — gal; 


3: Micu o DEP Rac CE aste Qi hui 9) le Pe „loups Valoare) ce 


H—0+ h 
<g(t) V[L, z(t+ ss; to; p)l, 
unde IUL! Zog) 30. 


Atunci soluţia banală a sistemului (2) este integral stabilă. 


CONSECINȚĂ. În condițiile din teorema 4.17, soluţia banală a sistemu- 
lui (9) este integral stabilă, dacă soluția banală a sistemului (10) este uniform 
stabilă. 

TEOREMA 4.14. Dacă funcţionala V din teorema precedentă verifică 
în locul condiției 3 condiția 


30 lim sup P[i+h,r(t+h+ si to» 9)] — VIE 2(t + si to el Ș, 


R>0+ h 
<< — ce (||a(t + s;t, e)l), 


atunci soluţia banală a sistemului (2) este asimptotic integral stabilă. 
CONSECINȚĂ. Dacă soluţia banală a sistemului (2) (cu f verificînd 
condiția de tip Lipschita) este uniform asimptotic stabilă, atunci ea este şi 
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asimptotic integral stabilă. În particular, în condiţiile din teorema 4.1, dacă 
soluţia banală a sistemului (10) este uniform asimptotic stabilă, soluţia banală 
a sistemului (9) este asimptotic integral stabilă. 


$3. CONDIŢIA LUI PERRON LA SISTEMELE CU ÎNTIRZIERE 


Vom stabili acum o teoremă profundă de stabilitate relativă la siste- 
mele liniare. Pentru sistemele de ecuaţii diferenţiale ordinare teorema 
corespunzătoare a iost demonstrată pentru prima dată de O. Perron şi 
reluată de R. Beliman. Generalizări puternice pentru ecuaţii diferenţiale 
în spaţii Banach au fost date de J. L. Massera şi J. L. Schăffer. 

Considerăm sisteme liniare generale cu întirziere de forma, 


n 0 
20= Si aeram i+r 
3=1. —00 
unde nucleele »;; (î,s) verifică următoarele condiţii : 
d) n, (6,8) sînt definite pentru t > 0, — co <s< oo, iar 1, (5) = 0 
pentru s20; 
b) există funcţiile 7, (î) > 0 şi V,, (i) mărginite pentru t>0 astfel ca 


Ni, (& 8) E ma (b — Tu (1)) = 0 pentru s < — 7, (î) 


V îi N (6 s) < Vl), 
dit 1. 


B 
unde, ca de obicei, V f(s) înseamnă variaţia totală a funcţiei f pe [«, f]. 


€) ni (8) sînt continue în raport cu t, uniform în raport cu s. 
Dacă funcţiile +, sînt funcţii de salturi, se obţin sisteme liniare cu 
argument întirziat de forma 


(0 = Saua + Si at (0 — 00) + fa) 
Dacă funcţiile Îi sînt absolut Galia se obţin sisteme de forma 
&; (î) = 5 a; (îs), (ît + s) ds +, (1). 
ÎZ1 J—a0 
În cele ce urmează sistemul va fi scris sub forma matricială 
20 = zana +7d) (36) 


unde z este vector linie. 
DEFINIȚIE. Vom spune că sistemul 


sw=f e (tt + s) d, (i, s) (17) 


. —%0 
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satisface condiţia lui Perron, dacă pentru orice funcție continuă f(i), mărqgi- 
nâtă pe semiaza i > 0, soluţia sistemului (16) determinată de funcția îni- 
țială nulă pe t < 0, este mărginită pe semiaza i > 0. 

TEOREMA 4.15. Dacă sistemul (iT) satisface condiția lui Perron, 
atunci soluția lui banală este uniform asimptotic stabilă. 

nainte de a trece la demonstraţia acestei teoreme vom stabili o 

serie de fapte preliminare, dintre care unele cu interes în sine. 

LEMA 1. Pie X (4,0) o matrice ale cărei linii sînt soluţii ale sistemului 
(17) verificînd condiţiile X (1, c) = 0 pentru it <o și X (0,0) = E. Atunci 
orice soluţie a sistemului (16) se serie sub forma 
G / 
2 = (02 o) +| zea, | n (&, s — a) .X (î,a) da + 
= e 


. 00 


t 
+ fo) E oda. 8) 
Demonstraţie. Considerăm sistemul de ecuaţii integrale 
A 
Y (ari na BY (Bbap=2, (19) 


unde // este matricea unitate, a < t. 
Formăm aproximaţiile succesive în mod obişnuit 


/ 

Tla =, Yu B-l n (pap) Fr (Dă, 
Matricile Y, (at) au elementele funcţii continue în raport cu t şi cu variaţie 
mărginită în raport cu «. Pentru t fixat şi a < 6 <t, funcţia n (6, a — 6) 
rezultă mărginită şi obţinem imediat evaluarea 

(î SR a )E+1 
zi ia, d: INI 0 ARE RN te ANII 
| Ya (at) Y,(e,t)] sM DRERETE 


Într-adevăr, pentru k = 0 evaluarea rezultă din 


ț 
Fa d —Bi<l In (Ba—B)lap < M-a) 
şi apoi, prin inducţie, 


| Posada) Pta ut FB 1) — Feca(B0)| dB < 


«AX 


Mei pt M*+i (4 — ari 
cl iu ppap= PI. 
k! a (a + 1) ! 
Din această evaluare rezultă convergenţa uniformă a aproxima- 
ţiilor succesive şi deci existența soluţiei sistemului (19). Cu evaluări de 
acelaşi fel se verifică şi unicitatea soluţiei. 
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Din convergenţa uniformă a şirului rezultă că limita Y (a,t) este 
continuă în raport cu t şi cu variație mărginită în raport cu «. Vom prelungi 
pe Y (a, t) pentru « > t punind Y(ua,t) = 0 pentru a >. 

Fie acum z (t) o soluţie oarecare a sistemului (16). Avem 


zl) = za Dăn () + 70). 


— 


Înmulţind această relaţie cu Y(a,t) şi integrînd în raport cu a de la 
o la î, obţinem 


| & (a) Y (a, t) da =| 4 t (a + m, n (9)] Y (a, t) da + 


în | f (0) Y (ot) da. 


Integrînd prin părţi în primul membru și folosind în cel de-al doilea o 
formulă de permutare a ordinii de integrare, deducem 


z (6) Y (ţi) —z(o0) Y (o,t) al, z (a) d, Y (a,t) = 
A a ţ 
=| [| 2 (6) dn (m | (o Daa ri j Y(o aa = 


= 2 (5) | a (5) Y (oda + 
« — co oi 
+ z (8) a, n (&, s — a) Y (a,t)da pl, f (a) Y (a, t) da. 


De aici rezultă 


z (!) = z (6) Y (6,t) + z (s) a, n (&, s— a) Y («,t) da + 


ir Yo băa+| 2 (2) â. | red + n (8 a 8) F (60 as]. 
Ținînd seama că 


/ 
Y (arh a (Ba — 8) (6 DdB=E, 
ultima integrală din formula precedentă este nulă şi obținem 
Lei t 
20 =a00) Fa +Î za ns) hăa + 


+ ro Y (a, i) da. 
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Dacă soluţia z(ţ) este nulă pentru îi < o şi dacă f = 0, 
deducem 
z (!) = z(0) Y(6,t). 


Considerînd matricea AX (î,c) formată cu soluţiile nule pentru t<o şi 
X (0,0) = E, obţinem X (t,o) = Y(o,t). Cu aceasta formula (18) este 
complet demonstrată. 


LEMA 2. Pie Y (a,t) ca în lema 1. Dacă | Y (e,t)|da <0 pen- 
tru t2> 0, atunci | Y (a,t) | < M, pentru 0 a < ț. 

Demonstraţie. Arătăm mai întii că există 5, astfel ca |a' — a''| < 59 
să implice |Y (a', î) | >= DY (0,0) — Ve0, V>V,). 

Fie a«' < a'' i. Avem 

Ă (î,a')Y (6) — A (a'',a')Y(a'',t) = ) A (a, a') da, Y (a, t) + 


a” 


+ ( Îi (&, 2) Y (&, t) dea. 


Dar 
ț Xe R )] Fa) da ) 


A a” a” 


4 Ă (a + s, a') d, (as)] Y (at) da = 
| A) „X (na) (50| E (Dă = 


i Xmaal_ Y (a, s— a) Y (a,t)da + 


+ Ă (s,a”) A n (&, s— a) Y (a, t) da. 
De aici rezultă 


Ă (t,a')— AX (a',a) Y (a'', t) = | Ă (s,«')d, | n(&, s—a) Y (at) da + 


— 99 


rar 0 + | (6) oas]= 


= | Ă (s,a) | " («, s —a)Y (a, t)da, 


deci 


-- 80 (e d 


ĂX (î,a')=AĂ (a, a) Y (a'', 1) + Ă (5, a) «| n(a, s—a) Y (e«,t)hda. 
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Avem 
Ă (î,a') = Y(a,t), X(a',a') = Y(a',a'). 
Rezultă 
Y(a',t)=Y (a', a'')Y (a',t) + Ă (s,a')d, ( 7 (a, s —a) Y (a, t)dz, 
deci 


Y (e,t) — Y(e',t)=[Y(e,a')—E]Y(a',t)+ 


+ x a atasa) 7 (aaa. 


ș1—00 îi a”? 


Pe de altă parte, 


Y (aa) — E =—( n (Ba — B) F(Ba)dp = 


[, 3 


= = nf a — BP (Boa)—PI-( nf, a — 8) 48. 
Dacă a'' — a' < 5, de aici rezultă 


LX e, a) BI<Vă + IX (Ba) — Bag 


deci 
IY (a', a") — B| <V 5e'ă. 
Mai departe 


ÎN Xa) a fa) Xa 0 dese 


=î Ă (5, aa n (&,s — a) Y (a,t)da = 


PE, atu 


pi atei 
=| | Ă (8, a')d,n (098 — | Yoo ăa: 
Rezultă 


iN X (ma) n (ae a)Y (a bâa|< 


. A 


x”? ţ 
< sup || X 0, a) dn las- 0 IE (alde 


(7 oa) (as a) 


e X' 


< 0 sup 


CLOV sup |Ă (s,a')]| <0Ve'&. 


asa” 


Am folosit pentru evaluarea lui |X (s, «')| inegalitatea (3). 
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Din evaluările obţinute deducem 
| Y (a',t)— Y (a'",t)| <Văe'ă |Y (a',t)|] + CVe'e. 


Alegem pe 8, destul de mic pentru ca Văe'% < — Atunci 


1 
BA (a', î) — Y (a, t) | Sp Y (a",t) = CVe'&. 


ŞI 
(e, > Pta) — Ver 
Dacă a” <a' Sti, obţinem 
|Y (,t) — Y(a',t)| < = |Y (a',t)]| + 0CVe”*. 
De aici 


7, , , 3 , 
IX (at) slY(e,)—Y(o,)| rIY (e,t)] ii i |Y (a,î)] + CVe'. 
deci 
? 2 LE] 2 V5 l LĂ, $ 
Dat 0 ura A E ieAT sare ala „î)| —0Ve'&. 


Rezultă în definitiv în toate cazurile că dacă |a' — a” | < 80, 
atunci 


(> Tal = Voetu. 


Să presupunem acum că afirmaţia lemei nu ar fi adevărată. Atunci 
există «, şi t,, astfel ca 0La, Ct,şi |Y(e,,t,)l n. Din (19) re- 
zultă că şirul (î,) este nemărginit. 

Într-adevăr, dacă î, < 7, din (19) deducem 

in g 
E (ot) SIL Vln (Ba BILE (4) lag<1+ V('I7(Bt,) dB. 


(e d 


deci 
IF (e, 3) |-Le”n* ce o < e"! pentru «>0, 
de unde se deduce că |Y («,, t,) | <e'7, ceea ce contrazice felul cum au 
fost definite «, şi t,. 
Dacă (a, este un şir mărginit, avem 


i 
o>| E (at) lda>| 


(ţ] , 


at 


& 1 
|Y (e, t.)| da > do |Y (e, t,)l iii 


LLĂ 


— pe 0V > — don — 3% 0V, 


ceea ce este contradictoriu. 
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Dacă (a, nu este mărginit, avem 


n a l 
0> (17 (est) lda > IP (o t)lda > 31 Y (at) — 
Lu — 6ş 


„0 
— 36%? CV > — 3 n— 3 OV, 


Din nou am ajuns la o contradicţie, În acest fel lema este demonstrată. 
LEMA 3. Dacă sistemul (17) satisface condiția lui Perron, atunci 


există 0 astfel ca j |Ă (î, «)|] da <0 pentru orice t> 0. 
0 


Demonstraţie. Conform lemei 1 soluţia sistemului (16) determinată 
de funcţia inițială nulă pe semiaxa 1 < 0 este dată de formula 


ț 
z (1) i! f (a) X (î, a) da. 
«0 
Deoarece sistemul (16) satisface condiţia lui Perron, rezultă că pentru 


orice funcţie continuă, mărginită, f, funcţia | f (a)X (î, a) da este mărginită. 


Pentru t fixat, considerăm operatorul U( f ) care aplică spațiul Banach 
al funcțiilor vectoriale continue f, mărginite pe semiaxa ti >> 0, în spaţiul 
vectorilor numerici, definit de 


/ 
D= (07 i ăa. 
„O 
Fie îi, şirul numerelor raţionale pozitive, 
/ 
D= zu, o) da 
e 0 


Deoarece pentru || f || < e, funcţia ( f (a) X (î, a) da este mărginită, rezultă 
0 
că pentru orice f fixat cu || f || <e, avem 
lim sup |V, (J)ll <s. 


Deoarece sfera ||f | < e, este în spaţiul Banach considerat o mulțime 
de a doua categorie, putem aplica lema lui Banach-Steinhaus şi deducem 
că există un număr M cu proprietatea că | U, (f) || < M ||f|] pentru orice 
f din spaţiu, deci 


(72 X (&, ada l< MII. 


Fie acum i real oarecare ; există un şir tn) de numere raționale a cărui 
limită este t. Din 


N F (0) X (ps a)da|< 


M JI, 
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rezultă, prin trecere la limită, 


paz 2) da] <M fi 


pentru orice f din spaţiu. Fie z;, elementele matricii X (î, «); pentru t 
fixat, considerăm vectorul f* ale cărui componente f* sînt egale cu sign z,,. 
Atunci vectorul f' X va avea componentele Și sign za = Viu 


Li L 
Fie f*" un şir de vectori, cu elementele funcţii continue, tinzînd către f* . 


Pe baza teoremei lui Lebesgue de trecere la limită sub semnul de integrare, 
rezultă 


lim ( f** (a) AX (i, a) da = $ f* (a) A (1, a) da. 
Rae: 0 «0 
Din 


(pen (a) ă (o) da 


e! 


<HU If” || 


rezultă pentru n —> co 


| f* (a) A (î, a) da 


<M, 


deci 
ţ 
ţ $ | zu, «)|d a -<M,. 
.0 i 


Deoarece această relaţie este adevărată pentru orice Fk&, deducem că 
există o constantă 0 cu proprietatea că 


A 
(Izwolax<0 
“0 


Şi lema este demonstrată. 


Demonstrația teoremei 4.15. Pe baza formulei (18), dacă z (î;t, e) 
este soluţia generală a sistemului (16), putem scrie 


z (i; to; 0) = e (to) Ă (î;to) +t e (8) af 1 (a, s — a) X (î, «)da. 
S, te 


Din condiţia lui Perron rezultă, pe baza lemei 3, că 


/ 
| IX (Galda <0 
0 
deci pentru orice i, > 0, 


A 
( IX, o)ldx<c. 


te 
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Pe baza lemei 2 rezultă 
LX (t,a)|]<M. 
Deducem 
ţ . 
(6; îs 9)] < Mile + Fei IX o) lda < (4 + 0V) let, 
! 


deci soluţia banală a sistemului (16) este uniform stabilă. Rămine deci 
să demonstrăm că 


t— ao 
Pentru o > t, avem relaţia 


z (î3 to» p) = z(o;to; p)Ă (î,0) + 
Fie 


(ej A 
z(s; o; aj (a, s—a) X (î,a)da. 


GO 


( (6, s) = ( " (&, s—a)X (t,a) da. 
Avem 


( z (îs to, e) do =| asia) o)'dalai 
to 


lo 
A 


“Daf z(0i tn DA, t(o5)] =) 20: tos 7 to) ao + 


“lo 
1 ţ ţ ţ 
“4 a (3; în, a| ( (6, s) do +| 2 lait dă, [ (6, s)do = 


=| z (o; to, 9) Ă (1,0) ds +" o (s) d, | tao + 


. —00 LS 


+ atit 9) ad (0, 8) da. 


ala 


Mai departe , 


| (6, s) ac =| ds | n (&, s — a) X (î, a) da = 


3 Lei 


| da) nasti a) do=| (at) n (as 0) X (i, a) da = 


te “lo 


=" — to) n (a, s-a) ă (i, «)de, 


o (5), | t (6, 8) ds = | 


e «0 ls—T 


? (5)d, | £ (6, 5) ds = 
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=$ e (a, | (a tn (ana) Xa) da = 


=f [) o (5) d, (& — îo) 7 (as — pă (î, «) da + 


.lș—T 


"| [ema at n tm | de aa= 


= (- 4 o (s) d, (a — to) n) (os — x (î, a) da + 
. io—r lo—r 


j 9 ls—r 


+ [ţi e (5) d, (« — lo) 7] (a, S — 2) (î, a.) da 


deoarece pentru « >i +7 şi s C tp avem s—a CL —r şim(a, s—a)=0. 
Din această formulă şi din | .X (î,a) | < M rezultă 


< M, el: 


[oa c(es)ăo 


Analog 


) G (6, s) do =| do| ” (&, s — a) Ă (î, a)da = 


ţ a ţ 
= daf n (8 — 0) Zi, ds =] (a —5) n (a,5—a) 7 (6, 0)da. 
Rezultă 
ţ ţ 


( m (33, Dă, | E (o,s)ăc=| ze; a (e — 2) m (eee — 
8 « lo 8 


«lv 


— a) X (t,a)da =| | | zleitaso) d, (a — s) n (asa) 7, a) da =— 


=| pi 


AA 


4 z (s; to, p)d,(a —s)1(a,s — |x (, a) da = 


== -| 4 e (p— a, lo; P) da 6n (e, $) |x (î, a) da. 
« A 


Dar a—r 
( A) Z (B—a, lo» 9) da 8 (a, ) [za x) do E 
« lo —7 
SS dan ( z(B—a,îe, 9) de în (a, || LĂ (î,a)| da <M, |el(1+27 V)0 
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deci 


t ţ 
| atit pă E(oss)do|< lei 
«lo «8 


Folosind aceste evaluări deducem 


(î—to)l 2 (î; to; 9)l < Ma llpll C+M, llepll + Ms el = M le] 
deci 


M 
je (5 to, 9)l <—- el 


ceea ce demonstrează că soluţia banală a sistemului (16) este uniform 
asimptotic stabilă. Teorema este complet demonstrată. Să observăm în 
încheiere că semnificaţia acestei teoreme constă în caracterizarea stabi- 
lităţii sistemului prin felul în care răspunde la excitaţii exterioare. Acest 
punct de vedere este din ce în ce mai răspîndit în teoria sistemelor de 
reglare automată. 


$4. O EVALUARE ÎN TEORIA STABILITĂȚII SISTEMELOR LINIARE CU ÎNTIRZIERE 


În multe probleme practice prezintă interes următoarea problemă 
Se consideră un sistem de forma 


& (6) = A(Dz(0+ B(z(t—r). (20) 


Dacă întîrzierea + este mică, este firesc să presupunem că ea poate îi 
neglijată şi să considerăm sistemul de ecuaţii diferenţiale ordinare 


y (8) = AD + B(ODIy). (21) 


Presupunem că soluţia banală a sistemului (21) este uniform asimptotie 
stabilă. Ne putem aştepta ca pentru z suficient de mic să fie uniform asimp- 
totic stabilă şi soluţia banală a sistemului (20). În cele ce urmează vom: 
arăta că acest lucru este adevărat şi vom obţine şi o evaluare a valorilor 
+ pentru care stabilitatea asimptotică uniformă a soluţiei banale a siste- 
mului (20) rezultă din cea relativă la sistemul (21). 

Vom folosi o lemă relativă la inegalităţile diferențiale cu întîrziere 
care prezintă şi interes în sine. 

Vom nota cu 


D-e (i) = lim inf PF e A 


Fie f(î,u,v) definită şi continuă pentru toţi (4,0) şi O < î < a, Mono- 
ton crescătoare în raport cu %. 
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PROPOZIŢIA 1. Dacă D_e(t)<fl[i,ett), ED: pls], 
D_y (> [t, Y(),_8 Sup (s)] și q (s)<y (s) eri —r Ss 0, atunci 


p(î) < y(t) pentru Ei pu S <a. 
Demonstraţie. Fie £ = inf (t; e (î) >y(6). Avem 82 >0,p(8)=—y(£). 
Pentru —r <ti < £ rezultă o (î) < Ş (4), Bocu BRD ip (s) $ SUD y (8). 


Rezultă D_qe(5)<f [&, p(), spală LA < f [£, y (8) sup (s)1 2 25. V(£). 


Ss 
Din e (6) < (î) pentru E. Zi e - (5) = V(5), oz lie însă D_o(£) > 
> D_ y (£) şi propoziţia este demonstrată. 
PROPOZIȚIA 2. Dacă cw' (î) Sf [t, e (î), sup e (8)], pentru to Lit < 
bsi 


<ib-+ ași dacă y(t; to, e) este soluția ecuaţiei 
y (6) = Ly (0), sup y(5)] 
t—r ss 


care pe [io—r, to] coincide cu w, atunci, presupunând această solutie prelun- 
gibilă pe [to to + a), rezultă e (î) <Ly (t; to, o) pentru to Lt<tb+tae. 

Demonstraţie. Fie «, un şir de numere pozitive tinzînd monoton 
către zero, y, soluţia ecuaţiei 


y' (6) = y (0), sup y(s)]+e, 
b—" st 


care pe [i — 7, tp] coincide cu w + e,. Pe baza propoziției precedente, 
Yn+a (î) < Ya (0) pe [to tot-a) şi se vede uşor că lim g,(î) =y(t;tco) (de 


RN 90 

fapt trebuie să subliniem că în cazul cînd nu este îndeplinită o condiţie 
de unicitate, y (1 ;t0,) este soluţia superioară definită de condiţiile ini- 
țiale considerate). Pe baza propoziției 1 avem ce (î) <y,(t) pentru 
tELto, te + a) deci e 0 <Ly (fst). 

LEMĂ. Dacă f' (î) << — a f(î) + p RIDE, ] (5) pentru i >i, şi dacă 
a >> f > 0, atunci există ş > 0 și k > 0 astfel încât f(t) < ke pentru 
i > lo. 


"Demonstraţie. Pe baza propoziției 2 rezultă că f(t) <y(t), unde 
y() este o soluţie a ecuaţiei 


y (D= —ay (+ „sup (6) (*) 
care pe [i — 7, p] este mai mare decît f. Să iii că y (î) = ke ro 
este soluţie a acestei ecuaţii dacă — y = — a + Be. Într-adevăr, 

Sup y(6) =— he” evo) 
i— sosi! 
şi 
y' (î) = —yhkerto, 
Dacă a > f, funcţia p(2) = — a + fBe?*?+ 2 este negativă pentru 2 = 0 


şi tinde la infinit cînd 2 —»oo, deci există 2 = y > 0 pentru care funcţia, 
se anulează. Rezultă că dacă « > 6, există y > 0 astfel încât y (î)=— le— tite 
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să fie soluţie a ecuaţiei (*). Avem inf y(t) =, deci alegînd pe k > 
lo—TSsiSsto 


> sup f(), rezultă pe baza propoziției 2 că f(t) < keo şi lema e de- 
lo—rStSto 


monstrată. 
Presupunînd că soluţia banală a sistemului (21) este uniform asimp- 
totic stabilă, există o formă pătratică (V(1) y,y) a cărei derivată în virtu- 


tea sistemului (21) este — (y,y). Fie z(t) o soluţie oarecare a sistemului 
(20). Calculăm 


d 
EȚi (V (z(t),z(i)). 
Avem 


dV 


d _(dV. dz (1) 
IV 20, 20) = 2020) +27 o 


A; (5) = 

aV 

— fr z (î), 6) +2 (V (0) (A (6) 2z(0) + B()a(t—r)), 2 (1)) = 
aV 

_ (a z (î), e 0) + 2(V(D(U4W+ 800) 20), z(0) + 


+ 2 (V(0) B()(z (t—7) — 200), 2 (0) = — (20), 20) + 


r2v70Bw SU au, 20) = — (0,20) + 
+2V080l amr) + Buz — du, 20). 
Fie 
În = Bup |A()|, La = sup |B(0)|, ls =sup | VU) B(0)|. 


Deducem 
A Piz 00, 20) < 00220 Lot La sup lellzl. 
dt t—27Susi 


Fie A marginea superioară a celei mai mari valori proprii a matricii 
V,A marginea inferioară a celei mai mici valori proprii a matricii V. 
Avem 


A | z (6) 2 < (VO) z (0), 2 (0) <A|z(0)[5,1 > 0. 
Să notăm 


f? (i) = VW ad), z(d)). 
je (esf (0) <Alz(l 


Din 


rezultă _ __ 
VA jo (0)| <f0 sIAlz(d 
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deci 


sup |z(s)l< = sup flzi<-L-f0, 


22 Ss VA ness A 


1 
— |z (6) [2 SS — AT (£). 
Putem deci serie 


1 


d ___Î. a ÎL a, 
rea U a PD +20 Do (lt Lo) 29 Sa, (2) Tzi At 


| l—27S 


şi împărțind cu 2f (î): 


af (4) 1 Lo + Lo) 
Eee SU 8). 
a SS 2a 7 > pi) 
Putem aplica lema, luînd « = a „B= Sa a aa) 


Condiţia « > $ conduce la 


7 La (ln + La) adi ai 
A 2A 


deci 
A 
Te 
A Ls (li + La) 
Rezultă că dacă 
ÎN ORE ANII 
A Ls (la + La) 
atunci există y > 0 şi k > 0 astfel încât f (î) < ke pentru t > lg deci 
lz (î)] < aaa pentru t > to, ceea ce arată că soluţia banală a sis- 
/ 


temului (20) este uniform asimptotic stabilă. Să observăm că presupu- 
nînd derivabilitatea matricilor A şi B am fi putut continua calculele 
punînd în evidență şi termeni de gradul al doilea în 7, ceea ce ar fi condus 
la evaluări mai bune. 


Reluăm acum aceeaşi problemă fără a mai folosi funeţia Liapunov. 
Să considerăm sistemul 


20 = 4020 + $ Bua(i— uz) (20) 


L? 


și sistemul obţinut pentru u = 0 


(0 = 4 0+ $ B.] z(6). (217) 
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Presupunem că soluţia banală a sistemului (21') este uniform asimp- 
totic stabilă. Dacă U(t, s) este o matrice fundamentală de soluţii a siste- 
mului (21'), avem deci | U(t, s)| <Ke-«i—». Fie z(t) o soluţie oarecare 
a sistemului (20'). Avem 


20 = 0)a0)+ Ş| Dee 2) Bute) Late — ur) — ate) 


=1 JO 


Fie 1 = max 1,. Pentru îi > 2ur vom serie 
Î 


20 = Ut, 00200) + | Du, 5) Bute) tate — uz) — z(0)las + 


La > | U (i, s) B;(s) [e(s — ur.) — z(s)]ds. 


i=l 


Pe baza inegalităţii (3) avem pentru 0 < s << 2ur evaluarea 


k 
| Ş, zi) ur 
1=0 


|z(s)| ce Ie! 


p fiind funcţia iniţială a soluţiei z, dată pe [—ur, 0]. Această evaluare 
este evident valabilă şi pentru s < 0. Am notat 


Ko = sup AI, K, = sup BI), îl cc. 


Rezultă că pentru 0 < s C 2ur avem în orice caz 


k 
| Ş, x eu 


14=0 


| z(s — ur) — z(s)| <2e Il. 


Pentru s > 2ur putem scrie 


z(s—ur,) — 2 (8)=— (a (6) do = E: (6) z (6) + Ş B;(6) 2(o—uz)] do 


PYI. e8 


deci 
|z(s — ur) — z(s)| Lur; 5%, NUD lz(6)|. 
—2uTS0ss 
Rezultă 
k 
TR | > K,; ee 
201 <Kealel + $ AN Keo K,20 0 jelds+ 


k 
5 Ket- K, uz, SE sup |z(0)|ds= 


3—2uTSoss 
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L? 


k 1 
= Eee g+ AK Ş Eu)e“ ea — (ete — 1) el + 
o 


=1 
k k t 
+E a, E, Ş Eul eat sup |(0)|ds. 
2uT 


21 20 83—2uTSOoSs 


Notăm 


L= Kiel + 2. (eta — ) 5: a 


FE k 
M = K y, Ti K; > K,; 4 
4i=1 3=0 
Avem evaluarea 


A 
| z(î)| <Le— + ut e-“i—” sup |z(o)lds. 


.'2uT s—2uTSosSs 
Fie 
i 
v (1) = cr + u| e“ sup |z(o0)|ds. 
27 8—2uTSOosSs 
Avem 
ț 
v' (î) = — ae 1 ruj e“ sup |z(0)| de] + 
2u7 3—2uTSOSs 
+e-—! Me* sup |z(o)|]=—oav(t)4+M sup |z(0)|. 
i—2ursSosi! I—2uTrsosi 
Dar 
|z(î)|<o(t) 
deci 
sup |z(o)|< sup (0). 
l—2ursosit t—2ursost 
Rezultă 


v'(î)L—av(t)+M sup (0). 
I—2ursSosi! 
Dacă M < a, rezultă pe baza lemei că există constante N şi 
astiel ca 
v(î) Net, 


deci o inegalitate analogă are loc şi pentru |z(1)|. Prin urmare, soluţia 
banală a sistemului (20) rezultă exponențial stabilă cu condiţia ca M < «. 
Această condiţie conduce la 


p < pi j 
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$ 5. STABILITATEA UNOR SISTEME DE REGLARE CU ÎNTÎRZIERE 


În cele ce urmează vom arăta în ce fel, folosind metoda lui V. M. Po- 
pov, se pot obţine condiţii de stabilitate asimptotică în mare pentru sisteme 
neliniare cu întirziere, care intervin în teoria sistemelor de reglare 
automată. 

Fie sistemul 


de 
di 


Aici A, B, sînt matrici constante, 1 un vector constant. 
Vom presupune că ecuaţia 


det (A + e" B—AE)=0 


are rădăcinile în semiplanul Bei —a <0. Vom presupune de ase- 
menea că 


= Az(t) + Ba(t—)+Iiflo(t—-)], s=(e, 2). 


h, 52 <of(0) <h,o?, cu ha <k. 
Fie z(t) o soluţie oarecare a sistemului şi u(î) soluţia sistemului 


m = 4u(t) + But — 7) + Iy(t— a), 


0 pentru —rSiI<0, 
În(0) = flo (0)] pentru 0 <t<7, 
0 pentru 7<t. 
Notăm cu w(t) soluţia sistemului liniar neomogen 
= = Avw(î) + Bot —17) + fat — 2) 


care verifică condiţii inițiale nule. 
Avem 
w(t) = z(t) — ut) pentru —r SI S7 +17, 


căci condiţiile iniţiale sînt verificate și diferenţa z(î) — u(t) satisiace 
acelaşi sistem ca şi w(t). 
Fie 


07) = ( [e 00) — ro tao E )rroai= 
= [te 0) — fre tao E)rroau= 


] fre a l = în. = Sea 32 
= 2ejte 5) — fetale io) îs ao. 
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Deoarece w verifică pentru i > 7 sistemul omogen, rezultă că w şi 

— descrese exponențial, deci putem aplica formula din teoria transfor- 
/ 

matei Fourier. Am notat cu % respectiv A transtormatele Fourier ale lui 


w respectiv f. Din sistemul de ecuaţii pentru w rezultă, aplicînd transfor- 
mata Fourier, 


d co 30 = A + eo BOD + |fp eo? 
de unde se deduce 
D= — (A țeier B—joB)yrile—et |n. 
Inversa matricii (A + eo? B—îw E) 1 există deoarece am presupus că 
spectrul ei se află în semiplanul Pez < — a <0. 
Notăm M=e(4A-+e i B—roFP)1l şi G=(c, M). Avem 
W = — Ma şi deci 


1 -+- eo 
4) = pe Bel de fr — e ales Diehl do 


TI 
i + 00 i . EP 
| Beta rioos)ilel 
ST J—ao k 


Presupunînd = + Pe (1 + îcq)9> 0, obţinem > (7) <0. Pe de altă 


parte, 
= i _ d erg dz(î)) _ 
D= te (0) il 0 afe E 
— te, ut) — ale rio s(0)lăt. 
Rezultă 
lo to (0 a So s(0]ăi< 
<| le 0) + af te (0]ăt 
Dar 
f (o) (s-— > te ha 0% = hgo?. 
Rezultă 


a | cearta plodaa <$ [tos to) + ao, Drtotonat 


e 
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Notînd F'(5) = i f(5) ds, obţinem 
he j o2(î) di + qP lo(7)]<gF [5(0)] + 


+ lo u(t)) + q e; Ia [o (î)]dt. 


Avem 
P(o(7)] > în 27), 


deci putem scrie inegalitatea 
aice) + ha 02(1) dt < aF [o(0)] + 
i du (4) 
în | (e u(6)) vale E ro (0) a. 


Dacă g este funcţia iniţială a soluţiei z(1), avem (vezi anexa care conţine 
rezultatele lui N. N. Krasovski) 


i d A 
ui < pete, || reci: 


Din sf(6)<h,s2 rezultă |f(5)] <h,lo|, deci 


ci du(t))| .-_,, atat 
| fe ao) tr afe, Dior < 1, sup ls) inenţ ee ae 
.0 di osts7 îi 


'Ținînd seama de aceasta obținem în definitiv 


Di 27) + hal 02 (î) di <qP [5(0)] + Zell el] sup | s(6)|- 
«0 pă iei 


Din inegalitatea 
h 
Si o2(7) < 9 [5(0)]+ Lallel| sup |s(6)| 
9 osts<? 


deducem la fel ca în capitolul II că 
le()| <al(llel)) 


şi ţinînd seama de formula variaţiei constantelor deducem şi 
|z(î)| sale!) 


= | SQ as (|| p|]) şi cu aceleaşi raționamente ca în 


De aici rezultă că 


îi 
capitolul II rezultă din | 52 (î)d: < 0 faptul că lim o(î) =0. 
0 t— co 
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Pinînd seama din nou de formula variaţiei constantelor deducem că 
lim z(t) = 0 şi este demonstrată următoarea : 


adi TEOREMA 4.16. Dacă ecuaţia 

det (4 +e? B—AE5)—0 
are rădăcinile în semiplanul (Pe 2 < —a <0 şi dacă există q > 0 astfel încât 
= + BRe(l + iîwq)eiot(c, (A +e—B—1oB)11)>0, 


atunci oricare ar fi funcția f cu proprietatea că există h, și h, < k asifel ca 
h, 2 <o f(6) Sh, c?, soluția banală a sistemului este asimptotic stabilă 
în mare. 


$ 6. SISTEME LINIARE PERIODICE CU IÎNTIRZIERE 


Trecem acum la studiul sistemelor liniare periodice cu întiîrziere, refă- 
cînd în acest cadru general rezultatele obţinute în teoria oscilaţiilor liniare. 

Considerăm sistemul (16) presupunînd în plus că (i, s) şi f(t) sînt 
periodice în t cu perioada w > 7. Fie z(t, e) soluţia sistemului (16) definită 
pentru t > —r şi care pe [—r, 0] coincide cu g. Din cauza periodicităţii 
matricii % şi a vectorului f rezultă că z(t + w, q) este o soluţie a sistemului 
(16), definită pentru t + w > —r, deci pentru t2> —w — 1. Dacă pen- 
tru —r Ci 0 această soluţie coincide cu g, atunci, pe baza teoremei de 
unicitate, va rezulta z(t + ou, ep) = zl, ep) pentru toţi t20. Condiţia 
ca soluţia să fie periodică se scrie deci 2z(w + s, e) = o(s) pentru s€[7,0]. 
Fie V operatorul definit de relaţia Vop=z(uw,-+s, e). Soluţia determi- 
nată de funcţia iniţială q este periodică de perioadă w dacă şi numai 
dacă Ve = p. Fie z(t, e) soluţia sistemului omogen (17), definită pentru 
> —r şi care pe [—r, 0] coincide cu g. Din formula (18) rezultă 


ţ 
zi, 9) zi 9) fi aaa. 


Notind cu U operatorul definit de relația Uq =z2(w +, o),rezultă 
că putem serie 
+8 
Vo = Up+ | f(a)Ă (o + ss, a)da. 
0 


Condiţia ca soluţia să fie periodică devine 
0+s 
p= Uo +| f(a) X (o +s, a)da 
1) 
sau 
O+s 
I—U)e = flo) X(o + 5 a)da 
o 


unde 1 este operatorul identic. 
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Operatorul U este complet continuu (compact) în spaţiul Banach 
al funcţiilor vectoriale continue pe [—r, 0] cu || q|| = sup | q |. Pentru aceas- 
ta trebuie să verificăm că dacă ||| < M, mulţimea (Ugo! e compactă; 
vom arăta că această mulţime verifică cererile criteriului de compacitate 
al lui Arzela. Într-adevăr, din (18) rezultă că 


Ig = (0) Z(o+s, + 


LA 
a —T 0 


(Baal no B— a)X (o + 5, a)da 
şi din |q||-<M se obţine |Ue]|<M-. 


Deoarece w > 7, rezultă w + s > 0, deci z2(0+s, e) sînt deriva- 
bile şi 


0 
calota =) 2(0+s+ o, p)don(s, o), 


de unde rezultă că 


d 
patos 2)|<u”, 
ds 


deci funcţiile (Ugq)! sînt egal mărginite şi egal continue. 

Sistemul (17) va admite o soluţie periodică de perioadă w pentru 
orice f dacă şi numai dacă operatorul I—U e inversabil; operatorul U 
fiind compact, 1— U e inversabil dacă şi numai dacă ecuaţia Uq = e nu 
are alte soluţii decît pe cea nulă. Dar ecuaţia Uq = ge determină funcţiile 
iniţiale ale soluţiilor periodice ale sistemului (17). Am stabilit astfel urmă- 
toarea teoremă. 

TEOREMA 4.17. Condiţia necesară și suficientă ca sistemul (16) să 
admită soluţii periodice, oricare ar fi funcția continuă periodică f, de perioadă 
w, este ca sistemul (17) să nu admită alte soluții periodice de perioadă w 
decât cea banală. 

TEOREMA 4.18. Dacă sistemul (16) admite o soluție mărginită, atunci 
el admite soluţii periodice. Cu alte cuvinte, dacă sistemul (16) nu admite 
soluţii periodice, toate soluţiile lui sînt nemărginite. 

Demonstraţie. Fie 


4-8 
y=| f(a) X (eo + s, a)da. 
«0 
Am văzut că funcţiile iniţiale ale soluţiilor periodice ale sistemului 

(16) verifică ecuaţia (I — U)q = y. Dacă sistemul (16) nu admite soluții 
periodice, y nu aparţine spaţiului (1 — U)&. Dar operatorul U e com- 
pact şi deci (I — U)& e închis. Rezultă că distanța de la vla (1 — U)ă 
nu e nulă şi atunci există o funcţională liniară y, nulă pe (1—U)ă şi 
egală cu 1 pe y. Pentru orice g€â avem 


y LUI — U)q]=0, 
deci 


yLe— Vel=ylel—ylUepl=0, 
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deci 
ylepl=ylLUel]. 
Din relaţia 
ylo+s,p)=Up-+y 
rezultă 


ylz(o+s, ș)l=ylUopl+ylyvi=yle]+l. 


Avem relaţia 


z(t+ no, 9) =2(b z(no +8 q)) + roze x) da. 


Într-adevăr, în membrul al doilea avem soluţia sistemului (16) care pe 
[—r, 0] coincide cu z(no-+s, e); dar aceasta este tocmai soluţia 
z(t+ no, e). Din relaţia scrisă deducem 


z((n+l)o+s, e]= UVr(no+s,op)+y 
Din această relaţie obţinem prin inducţie 
yle(no+s, p)l=yleplrn. (22) 
Relaţia (22) este adevărată pentru n = 1. Mai departe 
ylz((n+l)o+s, p)l=ylUz(no+s, e)]+ 
+ylvi=ylz(no+s,pl+li=ylepl+n+i 


şi relaţia (22) este stabilită pentru toţi n. 

Din această relaţie rezultă că y [z (no + s, e)] este un şir nemărginit, 
deci z(t, e) nu poate fi mărginită (funcţionala y e liniară şi continuă, 
deci mărginită). Teorema e demonstrată. 


$ 7. SISTEME PERIODICE CU ARGUMENT ÎNTIRZIAT, CAZUL CRITIC 


Trecând la studiul cazului cînd sistemul (17) admite soluţii nenule, 
periodice de perioadă «w, vom examina separat cazul particular al sisteme- 
lor cu argument întirziat de forma 


(0) = 4A(02(90+ BODa(t—7)+J0), (23) 


unde A şi B şi f sînt continue şi periodice de perioadă w > 7. 
Sistemul omogen corespunzător se scrie 


& (î) = A (6) z(6) + B(i)z(t— o). (24) 
Sistemul adjunct sistemului (24) va fi 


Y(0) = —y (4 —y(t +7) B(t+r). (25) 
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TEOREMA 4.19. Dacă sistemul (23) admite soluţii periodice de perioadă 
0; atunci 


soro dt =0 


pentru toate soluțiile periodice y(t) de perioadă «w ale sistemului (25). 

Demonstraţie. Fie z(t) o soluţie a sistemului (23) definită pentru 
1> —r şiy(t) o soluţie a sistemului (25) definită pentru t < we + 7. Pentru 
0 <i << e definim (y, 2) prin formula 


(y, 2) =y(0) 20) ge n) B(î+ n) n —2)dn = 
ţ 


= ya ATOLL ru m(E — dt. 


[4 
Avem 


Lp D=jbairyoso+ Îl 90 poze— pat = 
LE dt 


= —y(0) At) at) —y(t +7) B(t+7)2(0) + yd) 4 (0) (6) + 
+ y(t) B(z(t—7) ryDf(0D + y(t +7) B+ 7) 2(0) — 
—y(0) Bia —7)=y(0fd). 
Dacă z(t) şi y (t) sînt periodice de perioadă w, avem 


| (9, £)o = (9, 2hos 
deci 


od 
—— c)dt = 0. 
ij wa) 
Aceasta înseamnă că 


(yoroau=o 


Şi teorema e demonstrată. 

Pentru a merge mai departe începem prin a stabili o formulă analogă 
cu (18) pentru sistemul (25). Fie y(t) o soluţie a sistemului (25) definită, 
pentru t -<o prin condiţii iniţiale date pe [o, c+ 7], X(o, t) matricea 
formată din soluţiile sistemului (24) cu X(t, î) = E, X(e, t) = 0 pentru 
a < t (variabila este «, iar te fixat). Avem 


j (5) X (5, îăs = — (se) A (e) X (6, )âs— ue Bis), as. 


e 


De aici 
vs) Xl60-y0zo-| ls) at, î) ds = 


Se -y) A (3) X (8, t) de — | ve) B(B)ăX (B— 7, 0)dB. 
„i + 
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Rezultă 
y( =y(0)7(5, 5 —| vo) 400) Xe, as | yo) Bo Lo —0as+ 


ryo) 4) Xe, as +| (e) B(5) X (5 —2, as 
d t+r 


e. 0-+T 
+ | y (8) B(s8) X (s — 7, t)ds+ y (8) B (8) X (s — r, t) ds. 

t [+] 
Deoarece pentru i <£s<t+r avem t—r<s—r<i, rezultă X(s—r, 6) = 
= 0 pentru î <s <t + 7, deci, în definitiv 
0O+T 
= +l ps) BX) ds. (26) 

Vom avea nevoie și de formula care corespunde formulei (18) în 

acest caz particular. Fie Y (a, î) o matrice ale cărei linii verifică (ca funcţii 
de «), sistemul (25) pentru « <t şi condiţiile Y(î, )=E, Y(a, |) =0 
pentru îi <a t-+ rr. E uşor de văzut că o asemenea matrice poate fi 
construită prin paşi. Într-adevăr, pentru î — 7 <a <t vom avea 


rr Y(a, î) + Y(a,t)A(a)=0, F(4t6)=E, 
O 


deci Y (a, î) se determină ca matrice fundamentală a unui sistem de ecuaţii 
diferenţiale ordinare. Pentru t — 27 <a Ci —r, Y(a, 1) se va determina 
din sistemul 


Se Fila je la, 5 Aa) 2020 la 8 Bila) 30 
% 


în care Y(a +, î) se înlocuieşte cu matricea găsită în etapa precedentă. 
Operația continuă mai departe în același mod. 
Avem, dacă z(a)este soluţie a sistemului (23), 


) Y (e, t)&(a)da = ) Y (a, t) A (a) z(a) da + 


Le i Le 


+ [a B(aa daf Y (a fa) da. 


Integrind prin părţi, 
i LC, 
Y (£, î)z(i)—Y (6, t) (0) = | ja Y («, 2) z (a) da — 


=| Fim bata amana | Ter Be z(ap+ 


+ ( Y («, t)f(a) da. 


«0 
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z (î) = Y (o, t) z(0) -| Y (a, î) A (a) z(a)da — 


Le] 


-| Y(a+7r,t)B(a+r)z(a)da + Y (a, î) A (a) z(a)da + 


o „0 


(O rara Biatoamăa ri Faro) aa 


„0—T eu 


Rezultă 
z(t) =Y (6,t) z(0)— ( Y(a+r,t) B(a+r)z(a)da + 


îi | Ya B(a+s)alo)ăa+| Flo bi(a)ăa. 


Dar pentru î—r <asSCtavemi<a+ri+r,deci Y(a+r7,t)= 
= 0. Obţinem în definitiv 


e. ț 
(îi) = Y(o,t)z(o) +| Y(a +, î) B(a + 7)z(a)da + | Y(e,î)f (a)da. 
Pentru f = 0 se capătă soluţia generală a sistemului (24). Luînd soluţiile 
care formează matricea X (î, o) (soluţii nule pe [o — 1, 6),cuĂ(6,0)= E), 
rezultă 

X (î,0) = Y(o,l). 


Formula precedentă devine 


20=Ioz+l X (ta +a) B(arr)z(o)da + 


+ | X (& af) da. (27) 


Aceasta este formula (18) în cazul particular al sistemului (23). Să obser- 
văm că aici z este un vector coloană, în timp ce în formula (18) z era vector 
linie. 

Fie, ca mai sus, U operatorul definit de Uq = z(w + s,p), unde z(t, e) 
este soluţia sistemului (24) care pe [—r, 0] coincide cu ge. 

Soluţiile periodice ale sistemului (24), de perioadă w, vor fi determi- 
nate de funcţiile iniţiale care verifică relația Ug = g şi cum am văzut că 
operatorul U este compact rezultă că sistemul (24) admite un număr fini 
de soluții periodice de peroadă w liniar independente. 

Fie acum y(t, y) soluţia sistemului (25) definită pentru ti Lo-+r 
şi care pe [o, o+7] coincide cu v. Odată cu (i, ţ) este soluţiea sistemului 
Şi y(i — co, V), definită pentru î — w Co-+ rr, deci pentru i C2o +. 
Dacă y(i — o, 4) coincide cu 4 pentru o Li Lo-+ rr, atunci pe baza 
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teoremei de unicitate avem y(t — o, V)=y(t, V) şi soluţia e periodică. 
Rezultă deci că funcţiile y care sînt funcţii iniţiale pentru soluţiile periodice 
ale sistemului (25) verifică relaţia 


y(î— 0,9) = yd) 


pentru o Li Lor. 
Această relaţie se scrie, ţinind seama de (26), 


(= po) Zlot—o0)+| vo BILE mt oz, 


eo 


Notăm gş(s) = y(s+ o +7), —r Ss SO. Dacă v/ verifică ecuaţia 
de mai sus, funcţia gq verifică ecuaţia 


(5) = go los ++ pt 0—7BOI(E—r, + ăi, 


deci 
Ș(s)= ş(—7r)Ă(o,s+7)+ 


+| mat DZnros+oăm (28) 


În cele ce urmează vom demonstra că ecuaţia e — Ugo = 0 și ecuaţia 
(28) au acelaşi număr de soluţii liniar independente şi că ecuaţia e — Ugo = 
= P' are soluţii dacă şi numai dacă 

1) 


3 DP +| Ş (n) Bin + Pi(măn =0 


—"T 


pentru toate soluţiile q ale ecuaţiei (28). 
Fiind date două funcţii matriciale , q definite pe [| —7, 0], pentru care 
înmulţirea este posibilă, definim operaţia 


<Woe> ude ve) Bernea 


Această operaţie este evident biliniară. Să punem în evidență urmă- 
toarea proprietate fundamentală 
<< L(o), M («, 5) >, N (a) > = <L(o), <M (a,o), N (a) >>. (29) 
Fie 
K (a) = <L (6), M (a, o) >. 
Avem 
< E(0, Na) > = E(-9N0) + 


0 


K (£) B(8 + 7) N (8)dă, 


E (2) = L(— MU (0) + LE) B(E +) M(ajt)at. 
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Rezultă 
< E (2), Na) > =[ri-nucosorţ LE BE+ 
(1) 0 
ru Bazjro+i |LoDuGo+i LBa+ 


e —“T 


+) Mt, da] 8 +2) N (E)dE = L(— 7) M(— 2,0) (0) + 


+ LOBEr Dus DNA LCD | UGOBE+ 


0 
—7 


+ Wat +| [| rmBa+ouepan]B(e + vas= 
= zar — 2,0) N (0) +$_u 0) B(E+-) Y (£) a£|+ 
+0 £ (0) B (n +) U (rm) N (0) dr + LB îi 
ro] [unea IN E IOLUL Lou 0) Y (0) + 


+ M(£,0)B(£ ră at] + Lin) B(n + ar om o + 


+f M(E,1)B(E +9) N (ae|an= <L (9), < M (4,9), N (a) >>. 


“ —T 


Relaţia (29) e demonstrată. 
Considerăm ecuaţia 


e) — Aa — 2900) -3f Km detan=z(6), 30) 
care cu notaţiile adoptate se scrie 
e (8)—A < Ku (8,0), p (a) > = x (8). 
Căutăm soluţia sub forma 
e) =$X ate) 
Înlocuind în ecuaţie şi identificînd coeficienţii puterilor lui A obținem 


Po (3) = x (8), p; (8) = <K. (8, «), pi-a (2) >. 
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De aici rezultă 
le; (s)] <M:* sup |x(s)|, 


unde M este oricît de mic dacă |K,| este suficient de mic. Rezultă că dacă 
| K, | e suficient de mic pentru ca M < 1, seria converge uniform şi absolut; 
pentru A = 1. Avem 


pa (5) = <K. (8, a), x (a) >. 
Verificăm prin inducţie formula 

p, (8) = <K, (5, «),xX(a) >, 

unde 
K, (5, n) = < K. (8, a), Kia (a; n) > 
Într-adevăr, avem 
Pia (8) aia K, (s, 4), Q, (a) > = < K, (s, a), << K, (a, 7), X% () > 
= << Ka (5, a), Ku(a, 1) >> 1 (m) > = < Ku (3; 11 (m) >. 
Notiînd 
I (5,1) = 9, K, (s ;) 
1 


rezultă că soluţia ecuaţiei (30) pentru 1? = 1 se scrie 
p (8) =x (8) + <T (5,2), x(a) >. 


Fie acum ecuaţia 


0 
36) = po Eal0us) al 3 B+ Eimsăn =) 81) 


care cu notaţiile adoptate se scrie 
(8) — 1 < pla), K,(0,s) > = 3 (8). 
Căutăm din nou soluţia sub forma 


$ (5) = 3, N ș, (8); 
i=0 
obţinem 
$o (s) = X (5), g; (8) = < Ş_1 (2), K. (a, 8) >. 
Ca mai sus se arată convergenţa absolută şi uniformă a seriei dacă 
|K,| e destul de mic şi A = 1 şi prin inducţie se obţine 
(5) = < 7 (a), E, (os) >, 
unde 
Ku (ms) = < Ku (m, 0), Ka (0, 8) >. 
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În definitiv, soluţia ecuaţiei (31) pentru A = 1 se serie 


z(s)=7)+ <a), (a, s) > 
unde 


T(n 5) = Ş, Ku). 
l=1 

Demonstrăm prin inducţie relaţia 

K, (m, 8) = K, (ms). 
Avem 

Ka (m, 8) = < Ka (m, e); Ka (a, s)>= Ka(, 8). 
Presupunem egalitatea adevărată pentru j < 1. Avem 
K, (5) = < Eu (m a), E (38) > =K, (n, 5) = 


——— < Ka (, a), K, (a, 8) > — ăi Ko (7; a), K, (a, 8) > 
deci 


Ki (7, 8) = < K, (7, ), K, («, 8) > = 
=> ie K, (n, a), < Ka (a, 6), K, (6, s) >> = 
= <K, (9, 8), Rua (e, 6) >, E. (B, s)> = 
= < KE (m, 6), E(B,s) > = <K,(n, 6) Eu (B,5)> = Ku (ms). 
Rezultă astfel că 
T (7, 8) = T (7, 8) 
şi soluţia ecuaţiei (31) pentru 1 = 1 se scrie 
$ (8) SI > (5) = mila x (a), T (a, s) >. 
Ecuația 
p— Up =/F(s), 
se scrie, ţinînd seama de formula (27), 
(4) 
p (8) — A (o + s,0) p(0) — | Ă (o+s,n+7r)B(n+r)ep(m)dn =Fl(s) 
sau 
p(8) — <ĂX(o+s,n+1),e(m)> =F(). 
Deoarece X (o + s,n-+ 7) este uniform continuă în pătratul 


— x Cn LO, — 1 Cs 0, putem scrie, folosind de exemplu teorema lui 
W eierstrass, 


Ă (o-+s,n+rT) = i ay (8) 5, (n) + K.(s,n), 
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unde a, (s) sint vectori coloană, b, (7) vectori linie, ţa, şi țb, sînt liniar 
independenţi, iar |K, (s, 1)| poate îi luată oricît de mică. Ecuația 
p—Ue=/P 
devine 
p (5) — < 9, a, (s) d, (n) + K. (8, n), em) > =F(s8) 
k 

deci 

p (8) — Su a,(s8) <b,(n), e(m)> — <K,(8;n),e(m)> =F (8) 

k 
sau 
p (8) — < KE. (8,1), p(n) > = Ş, a, (8) <b,(m), pm) > +F(s). 
k 


Notind 


p (8) — < K. (8,1), (n) > = x(8) 
deducem 


p (8) = x(5) + <I (8, 2), x (0) > 
şi obținem pentru x(s) ecuaţia 
X (8) = Yi a (s)<b (n), x (m+<T (n, o), x(a)>> + P(s) (e) 


sau 


X (8) y, a, (5) [< b,(n)x (m) > +< bem) <T(m, a),x(a)>> +FP(8)= 


> a,(s)[<b,(m), x (n) > + <<0,(), Pr (Q, a) > ; x (a) > J+F (8)= 


ya (3) < b,(a) + < 8, (n), T(n, a) >, x(a) > + FP(8) 
deci, în definitiv, 

x (5) = Sa, (8) < be (a), x (0) > +F(s), 
unde 


5, (0) = Bio) + <b(),T(ma)>. 
Rezultă de aici că 


X (5) — F (s) = SA 4 (5); 
k 
înlocuind în ecuaţia (***) se obţine 


2 În a, (8) = 33 du (2) < 2, (0), F (a) ie DX A a; (a) >. 
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Ținînd seama de faptul că vectorii a, sint liniar independenţi 
deducem 


A = d Tm + fn» (32) 
unde 
Yu = <b,(a),a,(2)>, fi= <b, (a), P (a) >. 


Sistemul (32) are soluţie dacă şi numai dacă 


fi kW = 0 (33) 
pentru toate soluţiile sistemului 
ue = 9 Yi by: (34) 
j 


Deoarece sistemul (32) este echivalent cu ecuaţia în x, iar aceasta e echiva- 
lentă cu ecuaţia 


9p-—Uop=F, 
rezultă că (33) reprezintă condiţia necesară şi suficientă ca o — Up =FP 
să admită soluţii. Pentru a vedea ce reprezintă condiţia (33) să observăm 
că ecuaţia (28) se scrie 


p(s)= <ș(o), ZX (a + o,s+r7)> 


sau 
Ş(s)= <$(a), 3, e (a) b, (5) + E, (as) >, 
deci 
ș (5) — < ș (0), K, (a, s) > = ca e (a), a, (a) > bd. (5). 
Punînd 
e (5) ai < $(a), K, (6, 8) > = > (8) 
obţinem 


ș (8) = 3 (3) + <X (o), T (a, 8) >, 
ceea ce ne conduce pentru > la ecuaţia, 


(6) = pala) + < (n) (mo) > aula) > ba (5) 
care se mai scrie 
(5)=% <ă (n), an) > bu (8). 
unde 
a, (1) = a (n) + <T (aa (a) >. 
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Soluţia acestei ecuaţii va fi de forma 
x (5) = Sub (5) 
k 
şi înlocuind în ecuaţie obţinem 


9 tu be (5) = 9 < ud, (n) a (n) > d.) 
k k j 


de unde, ţinînd seama că vectorii b, sînt liniar independenţi, 


Ur — y, Yu Ha Yi za iai b, (m), a, (m) >. (35) 
j 


Verificăm egalitatea Y,, = Y;,. Avem 
“fa = < b; (1), a (m) + <I (m, a), a(a)>> = < b; (n), a (n) > + 
+ < 28, (n) <L (n, o), a (a) >> = <8; (mal) > + 
+ <<b,; (n) (m, «)>, 4, (4) > =<b, (2)4+ < b; (m), T (1, «) >, a, (4) > = 
== < d, (a), a, (4) > = Yu. 
Rezultă că sistemul (35) coincide cu (34). Condiţia (33) se serie 
9 uz < b(a), F (a) > =0, sau, ținînd seama de expresia lui b,, 
k 
y, ue < be (a) + < be (m) IL (ma) > F(o)> =0. 
k 


Dacă u, verifică sistemul (35), avem 
Ş, x b (8) = 3 (5) 
k 


deci condiţia (33) devine 


<> (a), F(a) > + <<ă (n), T (n, a) >, F(o) > =0. 
Dar 


3 (a) + <ă(m),T (no)> + lo), 
şi obţinem în definitiv condiția 
< Ş (a), F' (a) > =0. 


Am ajuns astfel la următorul rezultat : condiţia necesară şi suficientă 
ca ecuaţia e — Uq = să aibă soluţie este ca 


< Ş(a),F (a) > =0, 


pentru toate soluţiile d ale ecuaţiei (28). 
Ținînd seama de faptul că 


P (8) = x (o + s, a), f (a) da 


1) 
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Şi 
$(s)=yV(s+r-+o) 


condiţia se scrie 


vo Zorimaz+i paz o)Bin+ 


« 0 
O+N 
E o|| final) (aa) de| d =0. 
0 
În ultima integrală permutăm ordinea de integrare şi obţinem 


vo Zoia + [| vante+ B+ 


« 


roZlornvani(năz + [Îi vn+z+oBn+ 


+ ră (o+n, a) ăn |i(maa=0 


Dar pentru „<a — co avema > o + n, deci X(o + n, a) = 0, deci în 
ultima integrală putem înlocui pe a — e cu —r şi condiţia se scrie 


vo (ora Î[Î_pa ra + Bin + 
+ 7X (o + ma) an 7 (2 ae 


sau 


( to) (o, a«) TE val V(5) B(8)Ă (6 —r, art da =0. 


e 


Ținînd seama de formula (26), această condiţie se scrie 
(y(ofla)da=0, (36) 
. O 


unde y(a«) este soluţia sistemului (25) care pe [w, o + 7] coincide cu v. 
Dar $ este soluţie a ecuaţiei (28) deci V este funcţie iniţială a unei soluţii 
periodice a sistemului (25). Am demonstrat astfel următoarea teoremă : 

TEOREMA 4.20. Sistemele (24) şi (25) au același număr de soluţii 
periodice de perioadă « liniar independente. Dacă este îndeplinită condiția 
(36) pentru toate soluţiile periodice independente ale sistemului (25), atunci 
sistemul (23) admite soluţii periodice. 

Faptul că cele două sisteme (24) şi (25) au acelaşi număr de soluţii 
periodice de perioadă « liniar independente, se vede în felul următor. Nu- 
mărul soluţiilor periodice liniar independente ale sistemului (25) este egal 
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cu cel al soluţiilor independente ale sistemului (35), iar numărul soluţiilor 
periodice liniar independente ale sistemului (24) este egal cu cel al soluţiilor 
independente ale sistemului care se obţine în (32) cînd f, = 0. Cele două 
sisteme de ecuaţii liniare au același număr de soluţii liniar independente, 
deoarece matricea sistemului (35) este transpusa matricii sistemului (82). 


$8. CAZUL CRITIC LA SISTEME GENERALE CU ÎNTIRZIERE 


Reluăm aceeaşi problemă în cazul general. Sistemul adjunct 
sistemului (17) are forma 


po) ne — ya —nărl=0 (37) 


sau 
0 
y (a) + n (a — Y,Y)y (a — Y) dy = const. 


Deoarece n(t,s) = 0 pentru s2 0 şi s << — 1, acest sistem se scrie 


a-L-" 


ya) m(Bsa — 8) y (6) dp = const; 


Rezultă că pentru co fixat putem scrie 


e A 


va) + (Ba ya =) +b "16,0 — By (0) ap 


sau 


var n(B a By (B)ap=v(0)+ 


$mâso — Bu (dap — ("mpa — 6 (pag: 


«0 


Dacă se dă soluţia y pe segmentul [o,c + 1], atunci pentru «a<o 
în membrul al doilea se află o funcție cunoscută şi y se determină pentru 
«<o dintr-un sistem de ecuaţii integrale de tip Volterra. Aceasta permite 
să se formuleze pentru sistemul (37) teorema de existenţă și unicitate. 
Pentru fiecare funcție inițială cu variaţii mărginită pe [6,6 + 7] soluţia 
există şi e unică în clasa funcțiilor cu variație mărginită. Dacă funcţia, 
inițială e continuă, soluția rezultă continuă. Fie X («,Y) matricea ale cărei 
linii sînt soluţii ale sistemului (17) nule pentru «<y, şi astfel ca X(y,y)=E. 
Pentru i<o Şi o soluţie y(«) a sistemului (37) a cărei funcţie iniţială e cu 
variație mărginită, avem 


j ZX (6) dy (2) =7 (6, 0yl0) —Z(dyti -ţ 


ţ 


aă a 9) y (a) da. 
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De aici 


(6) = (6,0y(6) "| xsva]ţ 


—90 


na ppyte— văr] 


za [$ (ca le) dia lat, )] y (a) da. 


ţ 


) ÎN X (a+s,t)d,% (o) (a) da =! 206 asntasp a) | tea = 


U o oi o 
=| Zona) no Boya + I (praf ntap—a)podăa 


Rezultă 
= Zeul ri 20 no B— yo) aa 


-€ Zsa — Duda —Î Z(psDăs | map ody(o)ăa. 


Deoarece X (f,t) = 0 pentru 6 <t, cea de-a doua integrală e nulă şi 
obţinem 
10 = Xeo) ÎI (6,05 | (08 — ou (a) da: 
t 0 
'Ținînd din nou seama de faptul că X(f, i) = 0 pentru fi, seriem 


10 =Ztodyto +_I oa n(8 — Dy(oăa 


şi, deoarece n(«,f —a) = 0 pentru 6p—a<—r, 


= (duri X (rd ăs[ na —dy(o da. (38) 


—Ţ Lei 


Direct din sistemul (37) se vede că dacă y («) e soluţie a sistemului 
atunci y(a—c») este de asemenea soluţie, căci 7) (î,s) e periodică în t cu 
perioadă w. Fie y («,V) soluţia sistemului (37) definită pentru «<ce cu 
ajutorul funcţiei V, cu variație mărginită pe [o,o + 7]. Funcţia y(a—o, $) 
va fi şi ea soluţie şi această soluţie e definită pentru « — ew<w deci pentru 
a<2w. Dacă pentru wao + 7 această soluţie coincide cu v, rezultă 
că pentru «<w ea va coincide cu y(a,y), deci y(«a — o, V) = y(a, V) şi 
soluţia y(«,/) este periodică de perioadă «. Prin urmare, condiția ca soluția, 
să fie periodică de perioadă w se scrie y («— o, V) = Vpentru o < a Co + 
+ . 'Ținînd seama de (38), această condiţie se scrie 


V (a) =X (o,a — o) (o) +| AX (B, a — e) da ( n (mB—%b (0) dy. 


Ww 
0) —T e (0) 


e 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 375 


Notăm $ (s)=y(s+o-+ 7); obţinem 
Ș(s5) =A (o,s+1)p(—7)+ 


(ă) O+T 
+A X (pa tă] nt 8 — D500 —) dy. 
Făcînd în ultima integrală y — w —r = £, obţinem 


$(8)=A4 (os+T)$(—7)+ 


1) 


ră X (Ba + ași 


0-—T 


n(&+o+B—5—co—r)p(5)dE. 


Punem în prima integrală 6 = [+ e şi obţinem 


Ş(8) = AX (v,s+71)9(—r)+ 
a A) 


T 


+ X (Eos das 


Soluţiile ecuaţiei (39) dau funcţiile inițiale ale soluţiilor periodice ale sis- 
temului (37). 
Pe baza formulei (18) avem 
1) 


zi, 9) =0(9z 0 + (Dă, | nas Ida 


+ fi i oaa. 


Deoarece «320, dacă sL—r, rezultă s — a <—r, deci 
m (as — a) = 0 şi formula se poate serie 
0 
—"T 


at) = 00 I40+| ana p(ae-7 eat 


+ roz (î, a) da. 


0 
Ținînd seama de faptul că X (t,a«) = 0 pentru t <a, deducem 


"0 


z (î, 9) =e(0)X (6,0) +| p (8) a n (a, s — a) (t, a) da + 


zeii 5 


+ (0) ZX (6, 3) da. 


376 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENŢIALE 


Dar s-<C0 şi deci dacă a>r avem s— aL —r şi n (4,s— a) 20 
deci în definitiv 


26,9) = 2007 (50) fata na DI tăa + 


v—T 


+ floă te, aaa 
sau 
z (, 9) = p(0)Ă (î,0) + | 9 (6) df (p+r,B—v—r)ă (£% + 7r)dy + 


+ fii aa 


Condiţia ca soluţia să fie periodică se scrie, după cum am mai văzut, 


(o + s, e) = e(s), 


deci 

p0) = p()Xloruor (băi ne B=r—Xlo+ 
+ 5, + 7)dy i ECE. (o + 8, a)da. (40) 

Definim operaţia 

<y> = alui Drf ot n(err 5 p(at 


Demonstrăm proprietatea fundamentală 


<< L(8),M (8,0)>,N (o) > => < L (8), <M (8,0)>,N(0)>>. (41) 
Fie 
K (6) = <L(6),M (Ș, 6)>, P(B)= <H ($, 0), N (0) >. 
Avem 
E (6) = LON (0) +] Lipă n(&+7r,v—8—r)M (£,o0)d:, 


e 


<< L (6), M (6,6) >,XN (6) > = <(K (0), N(o0)> =K(0)N(—7)+ 


+ Lin near EN at= 


1) 


= [Do u (0 +0 ra mt 
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ag =5 DU GOVa5 Nr 


- 
+ 


[1 (0) 4 (=, + 


+ oa | nt ri Du &patla| atat 


—_—_. 
LY 


sata a — N (0) da = LO) NO + 


H Mal n(a+ my — a (mda + 


e 


Hz ări near = 52 0 tat 
+ N zooacf metz ne paza aa 


+ ra Nlo)da = LO Pr Lipa nte+ 


u—T e —T 


tag E DU GOV (oara (Î_ae+ 


ab E— ME pata nat rr ar) Nada = 
=LO0P(-o+l Lai mer E — ME N(—aE+ 


+f La (Er et= 5—(i MED nta+ 


v—T 


+ 7, — a W(aăaa = LoP(-»+j aj LL ma 


tat 5- 90| GOW + N na_ nte+ 


despe a — 2). (e) de [at = LoPo»+ Loal me+ 


+78 —8—7)P(6)de = <L(B),P(B)> = 


= < L(B), <M (B,o)N (a) >>. 
Relaţia (41) este astfel demonstrată. 
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Considerăm ecuaţia 
p (8) — A < e(o0), K.,(0,s)> = x (8) 
şi căutăm soluţia ei sub forma 
p(8)=), A e; (5). 


1=0 


Se capătă 
Po (s) = X (8), 9; (8) = < pi— (o), K, (6,8) >. 


De aici rezultă că dacă | K, | e suficient de mic, seria este uniform 
şi absolut convergentă pentru A =. 
Avem 


pa (8) = <x (6), K.,(0,8)>, p(8)=< X (o), K, (o, 8) > 
unde 


K,(x,8) = < Ki (a, o), K1(0,8)>. 

Într-adevăr, 
Pi+a(8) = < e (0), K.(0,8)> = << x (a), E, (a, o) >, K, (0, 8)> = 
= <x(o), <K (a, o), K, (0, 8)> = <yx (a), Ku (a, 8) >. 
Notind 
I (a, s) = 9, K, («, 8), 
1 
deducem că soluţia ecuaţiei 
p (8) — < e(0), K (6, 8) > = (8) 
se scrie 
e (8) = x(8) + <x(o), T (0,s8)>. 
Considerăm acum ecuația 

[: (8) — A <K, (8, a), $ (a) > => (8) 

şi căutăm soluţia sub îiorma 
p(5)=Y A e; (8). 
i=0 
Obţinem 
Po (8) =ă (5), ș, (8) = <HK,(8,o), Și-a (a) >. 
Ca mai sus se deduce că seria e uniform şi absolut convergentă pentru 
A = 1 dacă | K,| e suficient de mic. De asemenea 
Pa (5) = <K, (8, 4), x (a) >, e, (8) =<K,(8, «), X (a) >, 

unde 

K, (8, a) = <K.(8;0), Ku (o, «) >. 
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Într-adevăr, 
ina (8) = < KE, (8, a), (a) > = < K.(8,0), <K, (o, 6), 3 (B) >> = 
= << K, (5,0), £.(m8)>x(B)> = <Kusa(36),x (B)>. 
Rezultă că soluţia ecuaţiei 
$ (8) — < Ku (8, 0), 9 (a) > = (8) 


e dată de 
$ (8) == % (8) a pizda (s, «), X (a) >, 

unde 

I (8,0) = $K,(s, a). 

1 

Dovedim că 

K, (8, a) aa K, (s, 4). 
Avem 


K, (8, 2) = < K, (8,0), K,(0, a) > = K,(8,a). 
Presupunem egalitatea adevărată pentru j<QI. Atunci 
K, (8, 2) = < Ka (8, 6), K. (PB, a) > = K.(8,%)=<K,(s, 6), Ku_u(B,0)> = 
= < Ka (8, 6), Kra (B, a) > 
Ku (8, a) = <K, (8, 6), E. (6, a) > = 
= << K (87), Ki (7,6)> Ka(B,a)> = <K(387)<K (7,8); K(B,a)> > = 


= < K. (8,7), Li (y, a) > = <HK(8,Y), K, (7, a) > = Ru (8, «). 
Rezultă de aici 
T (3, a) = T(s,o). 
Deoarece X(w-+s,a+r) este uniform continuă în —7r CaO, 
— re CO, putem scrie 
X(o-+s,a+T) = a, (%) b (8) + K. (6,8), 


unde a, («) sînt vectori coloană, b, (s) vectori linie, (a,) şi (b,) sînt formate 
din vectori liniar independenţi, iar |K, | poate fi luat oricît de mic. Ecuația 
(40) se scrie 
p(8) = <e(o0),Ă4(o+s3,oc+1)> +/F(3), 
deci 
p (8) = < qe(o), 5, a,(6)b,(8) + K.(0,s)> +F (8) 
k 
sau 


p (8)— < ep(0), K. (6,8) > = 3, <e(0),a(0)>b, (2) +F (3). 
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Notăm 


p (8) — < o(6), K.,(6,8)> = x(8); 
obținem 


p (3) =x(8) + <x(0), (0,8) >, 
de unde deducem pentru x ecuaţia 
x (5) = Si <x (0) + <a (a), T (6) >, a (0) > di (9) +F (5) 
sau 
x (8) = Si (<x(o)a (0) > + < 3 (a),<T(a, o), m (5)> >> bi, (3)+F (8). () 


k 


Notind 
a, (4) + <T (a, o),a,(0)> = (a), 
obţinem 
X (3) = > < 3 (o), â, (6) > b. (3) + PF (8). 
De aici deducem 
x (3) —F (8) = >) A be (3), 


şi înlocuind în ecuația (*), obținem 
9 A be (8) = 3 < 3 18;(0), îi, (0) > b,(8) + Ş, <F(0),â, (0) > b, (8) 
k k 3 k 


de unde 
A = y, Vai As E feo Yu = bi (0) 4, (0) >, 
j 
„ = <P (0), 4, (0) >. (42) 
Sistemul (42) are soluţii dacă şi numai dacă 
5, fi Wu = 0 (43) 
k 


pentru toate soluţiile sistemului 
Ur — Ş, Vi Wj- (44) 
j 


Deoarece (42) este echivalent cu ecuaţia în x (8) iar aceasta e echivalentă 
cu (40), rezultă că (43) reprezintă condiţia necesară și suficientă pentru 
ca (40) să aibă soluţii, deci pentru ca sistemul (16) să aibă soluţii periodice. 
Ecuația (39) se scrie 


$ (8) = <ăĂ(o1+ro,s+71),$(o)>, 
deci _ _ 
p (8) = < Sar (8)b, (0) + K. (8,0), Ș(0) >, 
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sau 
g (8) — <K1(8,0), ș(0)> = Ş, a (8) < b, (0), ș(0) >. 
Punem 
g (8) — < K. (8,0), (0) > = (5) 
şi obţinem 


(8) =3(8) + <T(8,a)x (a) >, 
de unde deducem pentru X (8) ecuaţia 
X (8) = ya, (8) <b,(0),x (0)+< T(o, a), (2) >>= 
k 


=>) a, (8) (< d, (0), ă(6)> + << b,(o0), [(o,«)>,x(a)>)= 
k 


= 3 ap (8) < d, (a), X (a) >, 
unde 
b («) = b, (a) + <b, (0), T(o, 2)>. 
Rezultă 
x (8) = >) U; a (8) 
şi înlocuind 
Şt au (8) = 5, a (8) <b. (9), > u; a, («) >, 
deci 
He — y Yi ui 
unde | 
ej = <b, (a), a; (a) >. 
Avem î,; = Yam. Într-adevăr, 
Yu = <b,(a)+ <b, (0), T (6, 2) >,a;(2)> = <b,(a),a; (9) > + 
+ <b(6), <T (6, a), a;(a) >> 
Yi = <b(0),a;(0)> = <b,(0),a;(0) + <T (0, %),a; (2) >>= 
= <b,(0),a;(6)> + <b,(0), < T (0, ),a; (a) >>. 
Rezultă că dacă u, verifică sistemul (44), atunci 


g (8) = X (5) + <T (5, 2),X (a) >, 
unde 


3% (a) = 9; tu a (a) 
verifică ecuaţia (39) şi reciproc. 
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Mai departe, 
9 fi; be = Si bu <F (0), (6) > = Sus <F (0),a,(0) + 
k k k 
+ < T(o, a),a,(a)>> = </ (0), 5; Lu 4 (6) > + 
k 
+ <F(o), < T (o, a), Viu (a) >> = <FP(o), ă(0)> + 
k 
+ <FP (o), < T (o, 2), X(«) >> = <F (o), ş(0)>. 
Rezultă de aici că (43) se scrie 
</ (0), ş(6)> =0, 


pentru toate soluţiile ecuaţiei (39). Avem 


<F (6), 3(6)> =( po (0, a)dag(— 7) + 


0 w+B 1) 
+ ($ F(X (o + Ba)ăa]aj n(a-+7,B — a — (ada. 


v——T 


Ş(s)=y(st+o+r7) 
şi avem succesiv 


<F(),3(0)> = poz to; 2) day (0) + 


t9+ 
—r Lă) 


+ N) (oz (0 + B, a)da | m (EB—E+o)yt)ai= 


zi | roz (e, a) (0) da + (roz (o + 


+ B, aaa (ate B—E + o) y(E)dE = fioz (o, a) V (o)da + 
+Pro|_ztor oa mp Er o(asaa= 
o+ 


=( rox (o, 2) y (a) + z tr 2) â| 


(să a 4 


(tv —E)9 E) a] aa 


Ținînd seama de formula (38) deducem în definitiv că 


< F (0),  (0)> m ACE (a) da, 
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unde y este soluţia periodică a sistemului (37) determinată de funcţia 
inițială y. Am obținut astfel următoarea teoremă: 

TEOREMA 4.19'. Sistemele (17) şi (37) au același număr (finit) de 
soluţii periodice de perioadă «w liniar independente. Condiţia necesară şi 
suficientă ca sistemul (16) să admită soluții periodice de perioadă w este ca 


ţ, f (a) y (a) da = 0 pentru toate soluţiile periodice y (a), de perioadă w- 
ţ] 


ale sistemului (37). 


$ 9. TEORIA STABILITĂȚII SISTEMELOR LINIARE PERIODICE CU ÎNTIRZIERE 


Ne propunem să studiem problema stabilităţii soluţiei banale pentru 
sistemul (17) în cazul cînd matricea v(i, s) este periodică în t cu perioadă 
w>T. 

Fie z (î, to; e) soluţia sistemului (17) definită pentru î > to—r care 
pe [lb — 7; p] coincide cu ge. Din cauza  periodicităţii sistemului, 
Z(t+o,to, p) va fi de asemenea soluţie. Notăm U,,., operatorul definit de 


Ui, p= (tr 8 — tote, 9) to—T7Ssst. 
Avem 
Ut 99 
ŞI 
L(t+ o+s — tote; 9) = Viu ro + s, los P) = Ut, Uhtot 9» 
deci 


Uiroout => Us, Uite e 


Fie 
No <Lt—t <(N-+1l)o, 
deci 
i=t+Wo+rt, 0s<Lt<o. 
Avem 


Ut = Ut + Not a Un vu z E e a 
Pe baza inegalității (3) rezultă 
| Uare.cll <Mo, 
unde M, este o constantă care depinde numai de funcţia v. Prin urmare 


|Tet, NLMATu + ol. 
Rezultă de aici 
Iz(t, to, e) Mal, ulei, 


deci proprietăţile de stabilitate vor depinde numai de comportarea şirului 


|U:ua.4||. Dacă există M > 0 astfel ca pentru orice N natural şi 
orice i > 0 să avem 


IT + cout |<M, 
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soluţia banală a sistemului (17) este uniform stabilă. Dacă există k > 0 
Şi e > 0 astfel încît pentru orice N natural şi orice i, > 0 să avem 


Da rol Lee), 


va rezulta stabilitatea asimptotică uniformă. 

După cum am mai văzut, operatorul U,, +4. este compact, dacă e > 7 
(am arătat acest lucru în cazul i, = 0, dar demonstraţia e aceeaşi şi în 
cazul general). Pentru orice operator U, valorile A cu |i| > |U| nu 
se află în spectru, deci pentru orice 1 din spectru avem | 1 | <|U|, deci 
| A” |<SIUA|| şi din ||U% || < M rezultă | A | < M pentru W = 1,2,...,n,... 
ceea ce implică |? | < 1. Rezultă că dacă || U“ ||<<M, atunci spectrul lui 
U se află în cercul unitate. Notînd cu c(U) spectrul operatorului U, fie 
o(U) = o,Uo3, unde o, este în |A| <liaro,pe|A| =1. Dacă U este com- 
pact, atunci o, şi o, sînt separate şi o, este finită. Spaţiul & pe care este 
dat U se descompune în sumă directă & =%, Pă, şi corespunzător 
U = U, 8 U,, astfel ca c(U,) = o, 6(Ua) = oa. Rezultă U=UigpUi 
şi dacă |U"|<<M, atunci |U3| <M. 

Deoarece U, nu are originea în spectru, rezultă că %, este de dimen- 
siune finită, deci U, poate fi reprezentat printr-o matrice. Dacă | U4||<<M, 
valorile proprii ale acestei matrici fiind situate pe cercul unitate, trebuie 
să aibă divizori elementari simpli. 

Prin urmare, dacă U e compact şi ||U* ||<M pentru orice N natural, 
spectrul său este în cercul |] |-<1 iar valorilor proprii situate pe |A| =1 
le corespund divizori elementari simpli. Reciproc, dacă spectrul opera- 
torului compact U se aiîlă în cercul |A| 1 iar valorile proprii de pe 
|A| = 1 au divizori elementari simpli, rezultă U = U, 9 U., |U2I||<M 
şi o(U,) situat în cercul | A | < 1. Dar pentru orice operator avem relaţia 

1 
sup |o(U)|=lim|| U”|]” ; 
dacă operatorul e compact, atunci sup |o(U)| e atinsă pentru o valoare 


proprie, căci singurul punct de acumulare al spectrului e origina. Rezultă 
că dacă c(U,) e în cercul |? | < 1, atunci sup| c(U,)| < 1, deci 


1 
n 


lim |Up|n=a<l. 
n 90 
De aici deducem că pentru n suficient de mare 
0: || <(l—ey, 
ceea ce arată că pentru orice N natural avem 
| Di] < k(1 —e)”. 


În definitiv |UX| rezultă mărginită. Am arătat astfel că dacă U e 
compact, necesar şi suficient pentru ca|| UX | < M pentru orice N natural 
este ca spectrul său să se afle în cercul |A| < 1 iar valorilor proprii de 
pe |A| =1 să le corespundă divizori elementari simpli. Vom aplica 
acest rezultat general operatorului U,, a... 
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DEFINIȚIE. Valorile proprii ale operatorului Uwe, se numesc 
multiplhicatorii sistemului. 


Pentru a justifica această definiţie să arătăm că dacă p este un multi- 
plicator, există o soluţie a sistemului (17) pentru care 


e(t+o)=epz0). 
Într-adevăr, fie g o funcţie proprie corespunzătoare lui p ; avem 


Ut. 9 = po; 
deci 


Uirots P= Uite Uitata P= PU, e 
sau 


z(t+o+s—lo tos p)=p r(t+s—to bo, e): 


Pentru s = i obţinem 


r(i-+ o; to; p) =pr(t, lo;0). 
Reciproc, dacă există o soluţie de forma z(t, 0,9), cu proprietatea 


z(t+o, to; p) = pz(t, to;0), 
atunci p este valoare proprie a lui Uuro.t: 
Într-adevăr, egalitatea scrisă devine pentru tp—7 Cs <t, 


Z(s + o, tos) = pe 
deci 


Uite, le P = Po 
şi e e valoare proprie a lui Ura, „.Se vede imediat că dacă notăm 
1=— Inp, soluţia z(t) cu proprietatea z(t + w) = pr(t) are structura 
QG) 


c(t) = etu(t) cu u(t) periodică de perioadă w. Într-adevăr, u(t + 0) = 
= e—tto) (i + o) = e teo pr(î) — eX z(î) =ul(l). 
n concluzie putem formula următorul rezultat : 

TEOREMA 4.21. Dacă soluția banală a sistemului (17) este uniform 
stabilă, multiplicatorii sistemului se află pentru orice t, în cercul || Sl, 
celor de pe cercul |2| =1 corespunzându-le divizori elementari simpli. Dacă 
soluția banală a sistemului (i7) este uniform asimptotic stabilă, există 
e > 0 astfelca pentru orice t» multiplicatorii sistemului să se afle în |a | <I—e. 
Dacă există < > 0 astfel încât pentru orice it; multiplicatorii sistemului 
să se afle în cercul |z|<1l —s, atunci soluția banală a sistemului este 
uniform asimptotic stabilă. Dacă multiplicatorii sistemului se află în cercul 
2 | Si, celor de pe cercul || = 1 corespunzându-le divizori elementari 
simpli, soluția banală a sistemului (17) este stabilă. 
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Considerăm sistemul (16) cu f(î) = e g(t) şi căutăm condiţii care 
asigură că el admite soluţii de forma e! P (1), g şi h fiind periodice de peri- 
oadă w. Punînd z(t) =e"* h(t) avem 


e h(î) he h( = cete n(i-+ 5) d, n (68) + gti) 


e —Q0 


deci 


(0) = — (Dr neta) sâni) +90) 


«/—Q90 


Sau 


UI) 
(9 = tts) dum (5) rs), 
unde 7, are aceleaşi proprietăţi ca şi p. Rezultă că necesar şi suficient 
pentru ca oricare ar fi g periodică de perioadă vw, sistemul (16) cu 
f(ti)=e" g(t)să aibă soluţii de forma e“ h(t) este ca sistemul în h 
să admită soluţii periodice de perioadă «w pentru orice g periodică de peri- 
oadă «w, deci, conform teoremei 4.16, ca sistemul 


i (6) =| Re (6-58) dm (2) 


— 80 


să nu admită soluţii periodice de perioadă vw, diferite de cea banală. 
Aceasta este echivalent cu a cere ca multiplicatorii sistemului de mai 
sus să fie diferiţi de 1. Dar aceşti multiplicatori se obţin din cei ai siste- 
mului (17) prin înmulţirea cu e *0. Într-adevăr, fie 
zi + o) = pz(d); 

rezultă, 

eiito h(î + o) = pe” h(t), 
deci 

e P(t + o)=eh(d), 


h(î + o) = e" ph (1). 
Reciproc, dacă 
h(t+ o)= pa h(d), 
avem 
z(i+ o)=etto h(i4+ u)=etee p, h(i) = e p, h(1), 
deci 
Pe“ pp pa=ep. 

Ținînd seama de aceasta, condiţia ca sistemul (16) cu f(î) =e* g(t) 
să admită, oricare ar fi g(1) periodică de perioadă w, soluţii de forma 
e”! h(t), cu h(t) periodică de perioadă « este echivalentă cu cererea ca 
e'* să nu fie multiplicator al sistemului (17). 

ŢTEOREMA 4.22. Dacă pentru orice g(t) periodică, de perioadă w 
și pentru orice A cu |e*|>1 sistemul (16) cu f(i)=e“ g(i) admile o 
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soluţie de forma e! h(t), cu h(t) periodică de perioadă w, solutia banală a 
sistemului (11) este asimptotic stabilă. 

Într-adevăr, dacă e îndeplinită condiţia din enunţ rezultă că numerele 
ee cu |e*]|>1 nu sînt multiplicatori ai sistemului (17) deci multiplica- 
torii sistemului (17) se află în cercul |z2z| < 1 şi concluzia rezultă din teo- 
rema 4.20. 


Să observăm că teorema 4.21 este de acelaşi tip cu 4.15. 


$ 10. STABILITATEA SISTEMELOR LINIARE PERIODICE CU ÎNTIRZIERE MICĂ 


Pentru a înţelege mai bine semnificaţia rezultatelor care urmează 
vom presupune că sistemul (17) are forma 


1) 
îi) =20 400 aer să, ms), (45) 
unde A(î) este continuă şi periodică în t, iar v, are aceleaşi proprietăţi ca v 
în (17). Fie Y(a,t) o matrice care verifică pentru « < i ecuaţia 


Tal nu(B a — 8) — 4 (6) F(p as = 2 (46) 


şi astfel încît Y(a,t) = 0 pentru a>t, Y(it)=E. 

Ecuația (46) este de acelaşi tip cu (19) şi rămîn valabile proprietă- 
țile de existenţă, unicitate şi regularitate formulate relativ la soluţiile 
ecuaţiei (19). Avem 


) & (a)Y (a, paa=l (a) A(a) Y(a, aa 4 


o „0 0 


z(+-3)d, na (o ) | (esaa 


— 80 


de unde, integrînd prin părţi, 


z(6) F(4,0—y(0) Yo) = z() de Y (at) = 


Lei 


Lei 


z (8) d, | m (08—a) E (a tăa + 


«O e 4 —90 Py, 


= — fata) d. | A(6) F(8,0)d8+ | 


+! x (8) | Ta (as — a) Y (a, t) da. 


PYLe 


Rezultă 
z(î) = z(o) Y(o, î) + N x (8) a, Ta (&, s — a) Y (a, t)da + 


+" aoiu ra mata — 6) — 4 (091 700, bagi 
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şi ţinînd seama de (46) 


z(0) = (0) F(0,) + aa,| ma (08 — a) Y (at) da. 


(ej t 
aj —— 90 O 


Dacă X((,0) este o matrice ale cărei linii verifică sistemul (45) şi 
condiţiile X (60,0) = E, X(4,0) = 0 pentru î <o, avem 
X (t,0)= Y(6,1). 


Putem scrie deci formula, corespunzătoare formulei (18), 


Lei 


(i) = z(6) X (î, o) “4 z(8)d, | m (a, 8 — a) X (î,a) da. (47) 


— 80 Lei 


Ținînd seama de proprietăţile matricii », formula (47) se poate scrie 


p (8) aj 


to 


to (4 


e(t, to» 9) = ei) (bt) + “mule —a)X (i, a) da 


de unde rezultă 


lo—T 
Ut P= plop) X(t-rs — to,to) + 
te to 
+ 9(8) daf 
lo—T 


e 


Te aere) 2000 aia) da 


deci 
Ut. te = p(to) X(o+s, to) + 


to to 

+ ea mat p=a—0)Flohaatrjda (48) 
«bo—T to—T 

Definim operaţia 

lo 


ete dj m (E-kzp—8—7) (E) dE 


to—T 


< 9, > = ot) ta = 


lo—T 


(funcţiile ș,y sînt definite pe [to —7,to] și înmulţirea matricială este ad- 
misă). Pentru această operaţie are loc relaţia (41) care se demonstrează 
exact cu aceleaşi calcule ca în cazul t; =0. Operatorul U.,+c,:, se poate scrie 


Uiro.te Aaa <e(6), Ă (o + s, 9) + 7)> i 
LEMA 1. Spectrul operatorului < q(6), M(o,s) > se află în cercul 


|z| <M(U+rV), unde M=suplM(o,s)|, V>Vi), 


0.8 E [to—.tol 


Y(0= Vmli, 5). 


Demonstraţie. Soluţia ecuaţiei 
p(s)=1A <ep(6), M(6,s)> + (8) 
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poate îi căutată sub forma 


p(s)= Și e; (8). 
î=0 
Se capătă 
Po(8) = X (8), q; (8) = < pi-a(0), M(os) >. 
Fie M, = sup |q,(8)|. Rezultă 


to te 
pi (5) SM N+M V | iu zicea 16 teaca) Mate 3) dl 
vlo—T 


B=to—T 
Dar 


lo 


V | m (az B—a—)M(a,5) da = sup 5 || ma (at Bi — 


8 = 60 —r to—7 lo—T 
o 
— a — 7) M(a,s) da -j 


(,— 


Mle +7, p; — a —7)M (a, 8)da| = 


to 

= sup ŞI” Lm(a-tr, Bia) mat, Ba) (a, s)dal < 
3 a Îo—T 
to 

<uj sup 5; |m(a+-7, Biri—a—7)—m(a+kr, B—a —r)]ldaSMrV. 

ig—T j 

Rezultă, 

le; (8)] SH MU+V), 
deci 


M, SM; +rV) 
Şi prin inducţie 
M; <M (1 +7 VY sup] X(8)|. 


De aici rezultă că seria 2A'q, este uniform şi absolut convergentă 


pentru |A| < a a ae deci dacă |i| < IESE Ii , ecuaţia considerată 
M(1+7V) M (1 +7V) 
are soluție unică pentru orice x, deci operatorul (1—AU), unde 
1 
Uop= 6), M (6, s)> , admite un invers pentru [A] <———— ;rezultă că 
p= <e(0),M(0,s)>, p A rar): 
pentru |p|> M( + V), operatorul p 1— U are invers, deci spectrul operato- 
rului U este în cercul |2|<-M (1 + V) şi lema e demonstrată. 
LEMA 2. Fie x, 01; Oy spectrele operatorilor <q (6), K (0, 8) >, 
<e(0), L (6, s)>, <oe(o), M(o,s)> ; dacă avem K (a, s) = L(a,s) + 
+M (a, s) și dacă<L(a,s), M (c, s)> = 0 atunci ox = c.Uou. 


Demonstraţie. Fie 1 astfel încât a € 6, ; există q(s) neidentic nul, 


astfel încît q (8) = A<q(o0), L(6,s)>. Avem ep(s) — A<q(6), K(0,3)> = 
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= p(8)—1<e(o), L(o, 8)> —1<ep(0), M(o, s8)> =—A<e(0), M(o, s)> + 
+ M<<e(a), L(%6) >, M (o, s)> = 
= —?) < p(0)—1A<e(a), L (a,60)>,M (6,85)> =0. 
Rezultă că ecuaţia 
p(s) —1A <q(0), K (0,8)> =0 


i i E z „1 
are soluţie neidentic nulă, iai E ox ; aşadar o, Cox. 


Fie A astfel încât — € op; există f (s) neidentic nulă astiel ca 
(8) = 1 < flo), M(os)>. 
Sa | 1 1 scai 
re € oz, atunci, conform celor de mai sus E Cox. Dacă — or există 


p (8) astfel ca 


p (8) = A <qe(o), L(o,8)> +f(8). 
Atunci 


p(8)—1<ep (0), K (o, 8)> =e(8)—A<o(0), L(o, s)> —A<e(0), M (o, s)> = 
=f(8)—A<e(6), M (6, 3)> +2 << ep(a), L(a, 0)>, M (0,8) > = 
= f(8)—A <o(6)—1A<ep(o),L(a,0)>, M(6,8)> = 
= fils) —a<f(o)M(6, s)> =0 


deci ral. og. Rezultă oC op deci o, U owC oz. 
3 l 1 A ; 
Fie acum eCo,, 3 ECo„. Pentru orice X ecuaţia 


f (8) = <f(o), M (o, s)> +%(8) 
are soluţie f(s); pentru acest f, ecuaţia 
p (8) = A <ep(o), L(0,s8)> + (8) 


are soluţie ș. 
Avem 


p(8)—1<q(0), K(6,8)> =e(8)—A<q(0), L(o, 8)> —A<e(0), M (0,3)> = 
= f(8)—A <q(0), M (6, 3)> +A <<e (a), L (a, o0)>, M (o, s8)> = 
= f (8) — A < p(6) — A <e(a), L (o, 6) >, M (6, s)> = 
= f (8) — 1 <f(0),M (6,8)> =X (8) 
deci pentru orice x ecuaţia 
o (8) — 1 < qe(o0),K (6,8) > = %(8) 
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are soluţie, ceea ce arată că î eCo.. Rezultă Co, UCo„CCo, deci 


5,Uow d x. În definitiv o Uoy = o şi lema e demonstrată. 
Avem, pe baza formulei de integrare prin părţi (o > a"), 


X (t,a)Y(t,t) — AX (6,u)Y(o,t) = ( Ă (e, «')da Y (a,t) + 


+ pF] Tavan | 2 ta a)ă F(ad+f Ă (a, a") A (a) + 
„0 0a .0 0 
2 N | X (a +s, PA, m (09) Y (e, î)da =$ X (&, a) da Y (a, t)— 


— 


—f XE (amo)da| 4 (8) F(65 a8+ | [$ X (e, a) de mu (a 1— 


— a) | Y («, t) da = Zau Y («, | 4 Y (6, ) a] pi 


[Y, 


0 t 4 i 
+ za m (er a) Vlada + | First (x — 


0 “Y 


e 


Yen da =f Xa [Tla | [n (o a —p)— 


-40)] Y (6) as | a) 


— 90 


[, 
X (n, «) «| na (07 — a) E (a t)da = 


(ej 4 
= Zina) a | m (er — a) Flo, î) da. 
Rezultă ulii 
(ej t 
X (6,0) = X (o,a') X (i) + | X(5, a)ăsl muta — 0) F(at) da. 


Le 


De aici 
X(o+s,a+7)=AX(oa+r)X(o + so) + 
Le O+s3 
+ Zn ardă mir Dotat. 
Avem i, —r Last, lo — 7 Ss SC tb, deci 
tb Sati +, oi —TrCo+rsQo-rt. 


Condiţia oa + r este sigur verificată dacă o > tb +T; condiţia 
w + so este sigur verificată dacă o + —Tr>tb+rrşio=t+r. 
Vom presupune deci w > 27 şi vom luaco =t-+r. 
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Obţinem formula 


A(o+s,a+T) = A(t+kra+r) Ă(o+s,th+r)+ 


+ Zzm ardăl mr) FE, ora ae. 


Pentru y < în, 8 > în + ravemy—5S—r şi deci (Ey — 5)=0, 
deci formula poate fi scrisă 


X(o+s,a+T)=AX(brTrakrr)ă(o+s,tb+rr)+ 


= | ze a + 7) a mt, Y— 8) Y( o-+a)ds. (49) 


le “lotT 
LEMA 3. Fie 
E(a, 8) = X(t+Tr,a +) Ă(o+ St+T), 
t+T W+s 
M(as)= Xa mr) Poate. 


«la “lo+T 


Avem relaţia 
< L(a,6), M(o, s)> =0. 
Demonstraţie. Pe baza formulei (49) avem 
Ă(eo+s,a +7) = L(a,8) + M(a, 8) 
deci 
< L(a,6), M(o, s)> = <L(a,6), X(o + s,c0 +71) — L(o,8)> = 
= <L(a0),d(o + s, 0 +7)> — <L(a, o), L(o, 8)>. 
Avem deci de dovedit relaţia 
< L(a,6), A(o + 8,0 +7)> = <L(a,o),L(o,s)>. 
Avem 
<L(a,0), 4 (e + s8, oc +7)> = L(a, top) Ă(eo + ss, îs) + 


+ L(avaăt (E + —5—r)Ă(o+s, E +r)d5= 


. lo—7 vlo—T 


= 4 (b = 0 ud E 7) Ă (o + lo» lo + T)Ă (o n 8, to) + 
to lo 
HÎ Zhaa td) Floră m (era 


e lo—T LI) lo—T 


— 5 —7r)Ă(o+s8, +1) E = Xa tobă + 


i; 
+ otto) Xlorat)ri Zlotww+dăj 


«lo—T COLA + Di 


+7, y—5 —Tr)Ă(o +a, +7) az). 


to 
(A 


m (5 + 
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Pe de altă parte, 
< Lila, 5), L(0,8)> = Lia, în) Lt —r, 5) + 


 Li(ay) ad m (5 + 


o_T “lo 


ap E—5) L( 3) dă (rr ar) (+ ot + 
+7) Ă (tb +7, bb) Ă(o+s, rr Ă(to+Tr,a+Tr)ăĂ(o-+ 


.to—T 
to 
+ trăi m(6rr, pr —6—T)Ăl(brr,rm)ă(o+rs,tb+ 
«lo—T 
+ 7)dE =ĂA(+r, ar | + o, tb FT)Ă(+r,tbo)+ 
lo to 
+ Zotta meta rar E+ 
eto—T a'lo—T 
+ 7) dej (o + o, tb +T). 


Vom dovedi relaţia 


X(to+ otb+Tr)ă(o+s, ) + 


alto—T 


ta 
X (ot tat ăi nu (8 + 


lo—T 


lo 


iii 2/3 ca Dă ratrnat=|a + 0; to rT)Ă (+ To) + 


+ Zorn ral meta E—DZa+ 


slo—r ato—7 
ap n E rele) dE| zor to+T). 


Dar, pe baza formulei (49), avem 
X(o+s, E +) A(hikr, Er) X(o+s, to +T)+ 


to+-T W+8 
+ Zmtr Da mar O rtoroat. 
i. Lo lo+-T 


e “0 


Relaţia de dovedit devine 


Lo 
Ito br Xlotat)ri Zorro 
«lo—T FV: 


lo 


m (5 + 


lo 


+ 7, p—5—7)ă (0: 1%, &+Tr)d(o+s, tb +1) dă + 
(Zotta mărar e o|( zor 


lo 


lo—T 
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+a m 8-07 ot nara [2 + ot 
«letT 


to 
+3) + ORI 


lo—T 


to 
Flo tt) d mer 


. to—T 
sei) DOI er oas|z (o aj i toc) 
Rămiîne astfel de dovedit relaţia 
to 
| Xonar mer 5 D]( Xe 


e. to—T 


+8 
+ 7) asi Ta 


alto T 


ici pet) P(oasă sat Ja = 77 dee alta, Ai 


ro rs to) 4 (o +, to +71)—AX(o+s, 2) 


Vom nota 

P(es) =( (B+ SI VI m(t 8-0 Ft ora)at. 
Avem xl 

| Zlomhrnăr | mer 2 Pat = 


=(' 4 ĂX(o+y,to FT) m(5+T,y — -o|re 8) dă = 


lo-T 


= [zorro ramane tie 


.by—T lo—8—27 
to lp—B—r 
+a pe naz=( [| zori para mot 
le—T 
rea] E | x (0 + Er Bio + on(o + 
re rap) [e (£, saz-l [4 (o Err+ Bit r)dam(o + 
lg—b—T 


ere] oae E [zor mt) Zlotr tratat 


+ oara |renae-f [| zor to +7) de m(6+rY— 


«ie 
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SISTEME CU 
= 2 ete, s) dE= Flo tort) Pl) X(o+ 


le 
at: te) Plto—m0) —| Fo Eta) P(t,9)— 
a lo lo+T 
4 X (o ta + 


lo 


ini Zori) A (Er) P(Esat-| 


+ 7)drm(6 +ry — 6—0)P(5s8)dE =X(o+thb+rtb+ 
(mt 8-0) To rsat— Zr 


le1-T 
i) X (6, în + 7) dp 
to ada t 
le+T +8 
Toro Z(Biidăs m(t, 8-0 Ft ara at — 
«!lo «lo+T 
| Zorn duP6n-Î Zloreret+ 
lo—T . lo—T 
d + 7, = 


+ 7) 4(E top aat — (ata + +2) af i 
cf an RN 0 e e Il ci tg e At ED 3 e ee 
ta Zotta tat Ptr — 0) — 
| axe + Yo to + 7) AY) Pr — 7, 8) dy (ze + Yo + 


to 


+) arme Pav 860) P(3, 5) = cs tort + 

+ în) lo atts)—Z(aokat)] zi ii ad 

+ 7) ae — m) (mers 0) P(E, 5) dă — 
— Vaze — sas]. 

Pentru a termina Pi ARIEI lemei rămîne de arătat că ultima 


integrală e nulă. Vom dovedi pentru aceasta că 
to | 
Prj (Er y E — 7) P(E, 3) dE— 
lo—T 
to 
— (AB PE —, ap = 0,2 
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nu depinde de y. Avem 


daf 26 Dâl m(t, 8-0 Por at 
« to alot-T 
—ța0]( ze E) daf ml B—0Y(o+a) az [az + 
! to lo+r O+ s 
+A mer (8, £ +a m(6 î — 
alo—T * to 


vlotT 


— 0) Pio raraz=( ze as "mp — 07 aa 


“io «tot+T 
to+7 [ flo w+ s 
— | [[ ao ze o azjasţ mp0 rornar+ 
to .Y «lot+T 


+ me rari zero) das mt 6— 
to «lo+T 


e to—T 


- Drorna=( ro area +f m (E + 


. lo—T 


tavi DPEruBatla m, 8-07 orar. 
«lotTr 


Pe baza formulei (46) rezultă 


6 
Ye = BA 76 pat mr 8 7 pat= + 


[d 


B—r 
(4 re at=| mer EDP pat=B+ 


+ ("400 rpazrf 400 regat — 
(me har ET (Er pat 
deci | 
Tr 8 2076 pair m (E rer= 6 DT(E +6 = 


=| A) FU Ba +2. 


Prin urmare 


G(,s) =( |p si | A(E) F(Ep) de dal ml, B— 7) For s)at 


to to to+T 
nu depinde de y. Lema este demonstrată. 
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LEMA 4. Dacă L(a,s8) este ca în lema 3, spectrul operatorului 
<q(0),L (6,8) > coincide cu cel al matricii X (i, +r + o,tb-+T). 
Demonstraţie. Formăm ecuaţia 


ee(s) = <qe(o),L(6,8)> = <o(0),Ă (to +ro+Tr)Ă(o+s,to+Tr)> = 
= <oe(o0),ĂZ(b+r,o+T1)> X(o+s,tb +). 
Căutăm soluţia ecuaţiei sub forma 


șa) = Lazlo aus) 

unde a este un vector linie, constant. Înlocuind în ecuaţie se capătă 

aă (o + s, to +1) ae ae lui ae +7), Xi(h+kTro+r)>ă(o+ 
“ +8 bb+r7) 


sau 

a[pE — <Ă(o-+o, bb +rTrĂ(b+kTr,o+T)> |ă(o+stb+7)=0. 
Fie pco. ; atunci ecuaţia are soluţie şi această soluţie este de forma 

arătată ; dacă det X (o + ss, î, + 7) nu este identic nul, rezultă că pe 

valoare proprie a matricii <Ă(o+o, to +1), Ă (to+Tr,o+T)>. 


Reciproc, fie p o valoare proprie a acestei matrici; atunci există a =£ 0 
care verifică ecuaţia 


a [pE — <ZX(o+o, to +7) A(tb +rTro+Tr)>]=0, 
deci 


l 
p(8) =—aăd(o-+st +7) 
P 
verifică ecuaţia 
pe(8) = <o(o), L(o,)>. 


Dacă det X(o+s, ip +7) nu este identic nul, e (8) nu poate fi identic 
nul, deci pco,. Să verificăm că det X(w + ss, t, + 7) nueste identic nul. 
Din formula (47) deducem 


lo+T W+ 8 
ao + 3) = a(+o)Z(o tati 2(0)do | m (e, o — 
. to «lot+r 


— 0) X(o+s,a)da. 


Dacă det X (e + s,t + 7) = 0, există a F Oastfel cada X (o + st, + 1)= 
= 0. Rezultă că soluţia ecuaţiei (45) care verifică condiţiile z(!)=0 
pentru ti, <i<hr+T,Lito +) = a este astfel încît z(w + 8)==0 pentru 
io — Tr 8 SC în, ceea ce ar atrage după sine faptul că e identic nulă peste 
tot unde e definită, şi acest lucru e contradictoriu căci az 0. 
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Prin urmare, det X (wo + s, to + 7) nu este identic nul şi o. coincide 
cu spectrul matricii <Ă(o + o, bo +7), Alto +Tr,c+T)>. 
Avem 


<X (o + o,tp +1), X(ttro + 7)>=2 (to, to) (o + 70) + 

FĂ (2 zisa dana | (Er E Zrt toat. 
| Folosind formula de integrare prin părţi deducem 

(a (i dd act) 6) Dtasipi dlezaly 70 (ies o call IP lei Pi 

—X (6 + ot +7) Foto + 7)— | [aze+ E) Y (î, 6 + 


« io 


+9 =X (totrro,totT)—ĂX (bto,to+7)Ă (to+ 7, to) — 
ot+T lotT 0 
(Ze ot ro) 40 Tit rul [| X (t+o+s,to+ 


. lo * (o le e) 


dăm) Y tb +T)A=Ă (botrrtotbtT)—d(b-totot 
to+T 
+ 7)Ă (+7, | X (ît-+ ot +rr)A(DY(t,to+7)di — 
to 
- Iotta mu 0 Ptr s)at-— 


9+r le+T 
(0 Zotu rDal m t ud Ptr) a= 


. lo u 


=X (to kFrhos to krT)—X(to+ho, to ră (ok, + 


to+T to+T 
+ | x(u Pot ral AF tt) dt— 


to “U 
lo le+r 
| E (o tut+ al Mm (î,u—0Y (to +r)dt — 
ia IL; ii 
i Ă (o-+u,to+ d | m (6 u—b YU, to +7)dt. 
ia A: 


Rezultă 
X (ro, în t)=Z (tobota tr) Zi +7, to) +| DE (a-l 


Fu to +7) ay (00, te + +) ia N [na (4 — 0 — 4 (0IF(Gte + o)az] + 


vu 


+ Zilorwta+o) ab m (Eu = E) Xp rn)dE. 
he 


lș—T 
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Ținînd seama de formula (46) rezultă 
Ă (to+r-+ro,tot+T)=ĂX(t-+ho, to FT)Ă(to+r, top) + 


+f ĂX (o+u,t+r) a,” m(EB+ ru E—0)X (to rr,E+o)dă= 


u le—T «îo—T 
= <Z(o+o,t+r), Z(t+r, o+1)>. 


În defintiv o, coincide cu spectrul matricii X (î. +r+ro,tb+7). 
LEMA 5. Dacă TV e suficient de mic spectrul operatorului 
<e (6), M (o, 8)>, unde M e ca în lema 3, se află în cercul |a|stl—e. 
Demonstraţie. Pe baza lemei 1 spectrul operatorului < e(5), M (o, s)> 
se află în cercul |z|<M (1+7P),M = sup |M(6,s)|. 


0,sE(to—r.lol 


Avem 
M(a, s) = x (pa + 7) ab“ (x —5)Ă (o+s,E)dă = 
io a lol-T 
totT lo4+-27 
= Zmarab miros at= 
« Îo . lo+r 


= x (ra dărl m(B tv B—Z(o ra Bra. 


lo * lo 


Pe baza inegalităţii (3) deducem 
lX(o+s, Br) certa 
A (war) Aiud ) 
unde A = sup |A(î)|. Rezultă 


Maier Va (prar=B—DXlors Bras 


Y=lo «lo 
i adi -V e(VtA(o+7) 


deci M <r VeVt4ot”. Rezultă că spectrul operatorului considerat se 
află în cercul |z| <V(1+rV)evt4tot». Dacă zV este destul de mic 
pentru ca TV (1+rV)eVvtAot 1 — e, spectrul o„ se află în cercul 
lz]|<Il—ec. Lema este demonstrată. 

Putem acum demonstra teorema fundamentală relativă la stabi- 
litatea soluţiei banale pentru sistemul de îorma (45). 

TEOREMA 4.23. Pie zV suficient de me; dacă există 0>0 astfel 
încât pentru orice i, >0 şi orice n natural să avem |Ă"(t+-r+ o, to+r)] <0, 
atunci soluţia banală a sistemului (45) este uniform stabilă ; dacă pentru 
orice 190 avem |X" (tis ++ o, to + 7) | k (1 — e), atunci soluția 
banală a sistemului (45) este uniform asimptotic stabilă; dacă 
Ă (to +r-+o, to + 7) are o valoare proprie în regiunea |z| > 1, soluţia 
banală a sistemului (45) este nestabilă. 
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Demonstraţie. Pe baza formulei (48) avem 
Uurotp = <ep(0),ĂX(o-+s8,o0+7r> 
iar din formula (49) deducem 
ĂX(o+s,a+Tr)=L(a,s)+ M (a«,s). 
Din lema 3 rezultă 
< L (a, 6), M (6,s)> =. 


Din lema 2 deducem că spectrul lui U,+cos, este egal cu c.Uoy. 
Din lema 4 rezultă eă o, coincide cu spectrul matricii X (i +r+ o,le+ 1) 
iar din lema 5 rezultă, 7V fiind suficient de mic, că oy e în|z|l—e. 
Dacă 


IX ret o, b+l<0, 


spectrul matricii 4 (t +r-+ o, to + 7) se află în cercul |z|] Il şi va- 
lorilor proprii de pe |2| = 1 le corespund divizori elementari simpli; 
deducem că Ugo, = U, 8 U, cu c(U,) în |z| Il —e şi c(U,)=c.. 
De aici, pe baza teoremei 4.20, rezultă stabilitatea uniformă. Dacă 


X"(t+r+to, tot) Sshk(l—e) 


rezultă o, situat în |z| <1 — e deci şi o (U,) situat în |z| Il —e şi 
stabilitatea E da uniformă rezultă din teorema 4. 20. Dacă 
X (to +r+ko;to+r) are o valoare proprie în |2| > 1, rezultă că Usa, 
are o asemenea valoare proprie şi instabilitatea rezultă din prima parte a 
teoremei 4.20. 'Teorema este demonstrată. 


Aplicaţie. 1” Să considerăm ecuaţia scalară 
& (î) = a(t) z(t) + b(b)z(t — 7) 


unde a(t) şi b(t) sînt funcţii continue periodice. z(t, t, + 7) este soluţia 
sistemului determinată pentru tt + prin condiţiile z(î, to+T)=0 
pentru t, <t<t+rT, LibbrTto+Tr)=l. Pentru î + ri S lo t27 
această soluţie este dată de sistemul 


(0 =a(Dz0, 2th br). 
Rezultă 


mă 


a(s) ds 


+ : tb Pr SIL +27. 
Pe intervalul î + 27 Sti, + 37, soluţia e dată de sistemul 


t—r to +27 


a(s8) de a(3) ds 


2 (î)=a (i) 2 (6) + b (9) si Lt F2r,to+T)= mă 
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Și această soluţie poate îi scrisă explicit. Procedeul continuă şi 
conduce la formula explicită pentru z (o-+th+ rr, to + 7). Condiţia de 
stabilitate se scrie |r(o + tb +7, to + 7)|I, iar de stabilitate asimp- 
totică |z(o + te + r,to + 71)l| <l—ec. După cum se vede pentru 
+ sup | b(t)| suficient de mic problema stabilităţii pentru ecuaţia scalară 
considerată poate fi rezolvată pînă la capăt. 

2. Să considerăm un sistem de forma 


& (î) = [AD + O (Dl z(0) + [B(0) + D(Dlz(t — 7) (50) 


unde A, B, C, D, sînt matrici periodice cu perioadă w>r. 
Demonstrăm că dacă soluția banală a sistemului 


& (î) = A (Da (9 + B(b)a(t—r) (51) 


este uniform asimptotic stabilă şi [. (]0(0)| + |D (09|) di este suficient 
9 


de mică, atunci soluția banală a sistemului (50) este de asemenea uniform 
asimptotic stabilă. 

Fie Uji: operatorul ataşat sistemului (50), Ui1ou4, operatorul 
ataşat sistemului (51). Din cauza ipotezei făcute asupra sistemului (51), 
spectrul operatorului Uic., se află în cercul |z| <1l — e (pe baza 
teoremei 4.20). Dar o (U//4a.,) = or- U o Şi deci or» şi o. se află în 
cercul |z | <1— e. Avem şi o descompunere de forma co (Ui,+ 1) =orU ow.-. 
Rămiîne de dovedit că în ipoteza din enunţ, or: diferă oricît de puţin 
de o,» iar ow”, diferă oricît de puţin de ouw-; pentru aceasta e suficient 
să arătăm că în ipoteza din enunţ X' (to. +r-+o,lb+ 7) diferă oricât 
de puţin de 4 “(i +r-ho,to+r) şi că M' diferă oricît de puţin de M”. 

Pentru sistemele de forma considerată avem 


M'' (a, s) = za +8 G+T)B(E+r)ăĂ (6 a+7)d 


“le 
let 
M(a,s)=| X'(o +36) IB(E +) + D(E+DIX(E, a + r)at. 
ie 
Operatorii corespunzători se scriu 
le 
< M"(6, s), (0) >” = M" (i, —=, 5) eta) + M"(£,s)B(E+ 


L) ls—T 


+ 7)e(8)d5, 


<M '(6, 8), e(0)>'= M'(iy—r, sett)+Î M (6 s)[LB(8+7)+D(5+ 
«to—T 


+*)le(8)d&. 
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Rezultă 
<M"(o, s), p(6)>"” — <M'(6, 3), p(6)> = (M” (tn — 7, 8) —M' (te — 


— 2 et) (06 5) (8 9IBE+ + MED + 


+ 7))o(8) dă. 
Avem, notîind AX (î, u) = AX" (tu) — AX" (tu), 
(6) IAD + 006) + B+ DOI, 
— A (04 (tu) — B(D0ĂX"(t— rr, u) = A(DĂ(, u) + B(W)Ă (t—r,u) + 
+ C(0)Ă (6 u)+ D(DĂ (t—r,u) 
şi A (î,u) = 0 pentru tu. 
Rezultă 


Ă (î,u) = ( XX" (3, a)[O (a) ĂX' (a, i) + D(a)ĂX'(a —r, u)]da. 


eu 


Avem 
| XX" (1, a)| Let" pentru aitLa+r, A=sup|A()|, B=supl|B()|. 
Din 
atu a) = A (î)X"'(î,a)+ B(i)Ă"'(t—r, a) 
rezultă 
X"'(t,a)=ĂX"'(a+r, + A(u)X”(u, au | B(u)ăX" (u—r, a)du 
« X+-T . X+-T 
deci 
IX", o <IXr(ar Iri l4lău lau + 
s OT 
+7|B |e“* pentru a —r ta + 27. 
Rezultă 


| 4" (î,a) | <(1+7rB)et'e4* = (1 +7 B)e24* pentru a <iLa+2r. 
La fel, pentru « +27 ia +37, avem 
i 
LX", o) | <(U+rB)et + B(1 + B)e24* + „i A (0)| LX”, a)idu 


« X+-2T 
deci 


|ĂX"'(t, a) | L(U+r B)2 e24* e4* = (14+ 7 B)2 e%4*, pentru aia + 37. 
Rezultă în general pentru a« < ti-a + kr evaluarea 
lX"(t, a) | L(Ul+rB)-le,. 
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Analog 
IA (i, a) |S[L+r(B+D)joeruato, 


Dacă 1 <ouwSChkr, rezultă 
X(t+rr-+hro, to rr) S(LU+rBh-le4[1+r(B+ 


+ D)]— er (4+C) E. 


vlo+-T 


(Cta) -+IDiaha a= Rl (co) + DioDaa 


şi se vede că dacă | (| C(2)]| +] D(a)|])dae suficient de mică | Z"(t,+r+ 
0 
+ o, tokT)— A "(to+Tr-+o,to-+7)l| este oricît de mică. 
La fel 
| M'(os)]<r[l+r(B+D)F-'e*ît0 (B+ D)e' 410 =K, 


|M" (o, s)— M'(o, s)l srBe“ 40 (1+r-(B DR (| C(a)| + 
1) 


+1D(o)l)ăa + [1 +s(8+ DD) eruta eta N ID(o) da 
0 
deci 


Ma, 5)—M'(a »I<R 0)! +1D(o) da. 


Ţinînd seama de aceste evaluări rezultă 
| <.M (6, s) e(0)> ""— <M'(o,s),e(0)>'|s 


<K, e Ol) +ID(oi)ăal ei. 


De aici se capătă concluzia anunțată. 


$ 11. SISTEME CU PARAMETRU MIC, CU IÎNTIRZIERE 


Începem studiul sistemelor neliniare cu problema soluţiilor perio- 
dice ale sistemelor cu parametru mic. 
Considerăm un sistem de forma 


da (t) 
di 


unde f este periodică de perioadă «e > 7 şi are proprietăţile din $ 1. 
TEOREMA 4.24. Dacă pentru u = 0 sistemul (52) admite o soluţie 
periodică z, (î), de perioadă w, astfel încât sistemul în variaţii corespunzător 
nu admite soluţii periodice de perioadă «w diferite de soluţia banală, atunci 
ezistă ug > 0 astfel încât pentru |u| < ug sistemul (52) admite o soluţie 
periodică unică z (,u.) de perioadă w, cu proprietatea lim zl, u) = (td). 
4—0 


Şt, z(t+s),ul, (52) 
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Demonstraţie. Deoarece componentele lui f sînt diferenţiabile putem 
scrie 


ŞI a(t + 8),0] —f[i, Za(t + 8),0] = A [6, p(t+s8)— at + s8)]+ 
+o(lz—z|), 


unde 


A, ș) = p(5) nl, 5). 


—T 


Sistemul în variaţii corespunzător soluţiei z, (t) este sistemul liniar 
1) 
i0= peroane, o). (53) 


În $ 1 am demonstrat relaţia (8) din care rezultă în particular 
|z(o+s;9,0)—z(o-rs; po; 0)—yl(o-+s; 9—)l =o(lle— opel), 


unde am notat z(t;q,u) soluţia sistemului (52) care pentru t€[—r,0] 
coincide cu e şi y(t;q) soluţia sistemului (53) care pentru t € [—r,0] coin- 
cide cu g. Din cauza periodicităţii sistemului (52), z(î + ce; o,u)este de 
asemenea soluţie şi dacă z (w + s; e, u) = e (s) pentru s €[—r,0] această 
soluţie este periodică (şi reciproc). Fie F[o,u]l=z (0 +s;o,u)—oq. 
Dacă g, este funcţia iniţială a soluţiei periodice z(t), avem PF [q, 0] = 0. 
Din relaţia (8) rezultă că pentru orice u,F[g, ue diferenţiabilă ; într-adevăr, 


Flo, ul —Flepu]l=z(o+s; pa, u)—pa—L(o+s; pu) te 
Şi pe baza relaţiei (8), 
IP [e2, ul — Flea ul — (po —) —Uu(p2—p)ll=llz(o+s; 2, u)— 
—2(o+s; pas u)—y(o+s; pa — Pro b)ll=o(llez2— pill), 


unde y (4; o,u) este soluţia sistemului în variaţii corespunzător soluţiei 
(i; u). Rezultă că diferenţiala lui F[e, uleste 1—U,, unde U,g = 
=y(o+s; pn). 

n particular, diferenţiala în punctul [q9,0] este 1—U, unde Use = 
= y (o + s;e) (reamintim că y(t;q) este soluţia sistemului (53), sistemul 
în variaţii corespunzător soluţiei x, (?)). Operatorul U, este complet 
continuu (compact) după cum s-a arătat în $ 5. Deoarece prin ipoteză 
sistemul (53) nu admite soluţii periodice de perioadă w diferite de cea 
banală, ecuaţia p—Uoq = 0 nu are soluţii diferite de cea banală. Dar 
atunci din proprietăţile generale ale operatorilor complet continui rezultă 
că I—U, e inversabil. Deoarece F [e, u]ediferenţiabilă, F [q, 0] = 0 
şi diferenţiala în punctul [o9, 0] e inversabilă; rezultă, pe baza teoremei 
funcţiilor implicite în spaţii Banach, că există ug > 0 astfel încit pentru 
|lu| < up ecuaţia F [ou] 0 admite o soluție [q,, u] cu proprietatea 


lim eu = po. Din F[qu, u]= 0 rezultă că soluția z(t; eu ,u) este periodică ; 
u—0 


în plus lim z(t; q,,u) = z(t; 9950) = 2 (0). Teorema este demonstrată, 
u=0 
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Aplicaţie. Considerăm sistemul 


aa i 


unde v, are aceleaşi proprietăţi ca în $ 5, iar g are pentru î fixat drept com- 
ponente funcţionale definite pe spaţiul funcţiilor vectoriale continue pe 
[—r, 0] şi e periodică în t de perioadă w. Ca peste tot pînă acum presupu- 
nem « > 1. Presupunem că sistemul liniar 


dy (î) _(0 d 55 
A | _rero „mt s) (55) 


nu are soluții periodice de perioadă «w diferite de cea banală. Atunci, pe 
baza teoremei 4.16, sistemul (54) admite pentru u = 0 o soluţie periodică 
UNICĂ Lo(t), de perioadă vu. 

Sistemul în variaţii corespunzător este tocmai sistemul (55). Condiţiile 
teoremei 4.23 sînt verificate, deci există ug > 0 astfel încît dacă |ul<us 
sistemul (54) admite o soluție periodică z(î, u) unică, de perioadă vw, 
cu proprietatea lim z(tî, u) = ro (d). 

u—0 


z(t+s)4, nt, s)+ fl) + ugli,z(t +s), u] (54) 


Să presupunem acum că sistemul (55) admite soluţii periodice de 
perioadă w. Conform teoremei 4.19' există un număr finit de astfel de 
soluţii liniar independente ; le vom nota p,, p2,..-, pu. Sistemul adjunct 
admite și el acelaşi număr finit de soluţii periodice independente, q,, q2, 


4, . 
Sistemul (54) pentru u = 0 admite soluţii periodice de perioadă « 
dacă și numai dacă f(î)q,(î)âi = 0 pentru j=1,2,..., k. Soluţiile perio- 


“0 
dice ale sistemului (54) pentru u, = 0 sînt date de formula 


x (î) = 2(0)ăX (i, + «(s)d, (ata s—a)ă (i, a)da + 


v„—T e 


+ (roza, aa; 


unde funcţiile iniţiale 2 (s), sc [—r,0] sînt date de sistemul 


1) 


ză nara Ba —)X(o+ 


za e 


25)= a0ztorsori 
+ s, aaa ri flu) Ze ia) dia 


(vezi (40)). După cum s-a văzut în $ 7, soluţiile acestui sistem sînt de forma 
(8) = As) +00) L(—7,s)+ 


1) 


Hz mla rapa) dăa, 


—rT 
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unde I' depinde numai de sistemul (55), iar 
W+s8 
a =| f(d)X(o rs ada +3 ds), 
0 3 


unde b,(s) depind numai de sistemul (55) şi >, verifică sistemul 


A = > Yi 4 + ie 
3 


Dacă f(0)a,;(î)dt =0,j = 1,...k, sistemul în A, admite soluții. Proprie- 


0 
tăţi simple din algebra liniară arată că există o soluţie şi numai una care 
verifică o evaluare de forma |; | <K, max |f, |, unde K, depinde numai 


3 

de 3,,, deci de sistemul (55). Ţinînd seama de expresiile pentru f;, rezultă 
o evaluare de forma | >; |; K, sup | f|, unde K, depinde numai de sistemul 
(55). Rezultă de aici că există x (s) unic admiţind o evaluare de forma 
Ix (s) | < KE sup |f|, unde K, depinde numai de sistemul (55). În deti- 
nitiv, deducem că există o soluţie periodică unică a sistemului (54), pentru 
u = 0 care admite o evaluare de forma |z(t) | <K sup |f|, unde [E 
depinde numai de sistemul (55). 

Notînd cu p(t) această soluţie, soluţiile periodice de perioadă vw 


k 
ale sistemului (54) pentru u = 0 vor fi de forma p(t) +5, wp,(i). 
j=1 


TEOREMA 4.95. Pie 


ă) k 
P, (03 Ga eo HU) = gli, p(t+s)+ Sapi(t+s), ua; (dt. 
(1) Î=1 
Dacă a, 00,..., at verifică relaţiile 
Aa E e e Rea ie Z Opentru «= %%,u=0, 


P,; (aa; 33-A, 0)=—0, 
O (01, 2-3 Ay 


atunci există uy > 0 astfel încât pentru lu | < ue sistemul (54) admite o 
soluţie periodică « (,u) de perioadă w cu proprietatea 


k 
im 2, p)=p(0 + dp). 


Se presupune că g este diferenţiabilă într-o vecinătate a punctului 
k 
p(t+s)+ 9 ap(t+s). 
i=1l 


Demonstraţie. Pe baza teoremei funcţiilor implicite există funcţiile 
a(u) cu a?(0) = o$, astfel ca 


P, [ae (n), ...» ce (u)u]=0. 
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Ţinînd seama de felul cum sînt definite P,;, rezultă că sistemul 


admite soluţii periodice de perioadă vw. Fie z, (î) soluţia periodică a 
acestui sistem aleasă astfel ca, 


Ia |<K suplgli, pita + Sat (p)p;(t+ s)u]l. 


p(t+s)ă, nt, s)+gli, p(t+s)+yY, a (u)p(t +), ul, 


4=1 


Punem 


z(0=p00+ 5 ipoteza). 


Funcţia a, (î) este o soluţie periodică, de perioadă vw, a sistemului 


= aeram trbuie ptr) + Stop ul: 
Considerăm sistemul 
= = (+54, nt 3)+ gli, a(t+s), ul. (56) 


Condiţia ca acest sistem să admită soluţie periodică de perioadă w se serie 
aa) k 
| 9 p(t+s)+$ dpiltra)tezi(tra) ul (Dai 0, 12. csk. 
«0 i=1 


Aceste condiţii sînt verificate pentru lea 0, al =? şi în plus 
determinantul funcţional în raport cu a!,..., at este "nenul î în acest punct, 
deci, pe baza teoremei funcţiilor implicite, putem găsi funcţiile «! (u) 
cu a1(0) = a, astfel încît condiţiile să fie verificate. 

Presupunem a! astfel alese şi z,(t) definit corespunzător. Fie a; (î) 
soluţia periodică, de perioadă vw, a sistemului (56) care admite evaluarea 


|z2(î)] <K sup| g[t, a(t+s), ul. 
Punem 


k 
(0 =p00+ 5 dp(D+ usi 
şi alegem pe a«;(u) astfel încât procedeul să poată continua. Obţinem 
astfel un șir a; (4) cu «;(0)= «şi un şir de funcţii periodice 
2, (1) = p(0) + > x; (u)p, (î) + uz; (£) 
j=1 
care verifică relaţiile 


d, (î) = | m (+8) 4,n(t, s)+f()+u gli, zi_a(t+s),ul, 


e —Q0 


|; ()| <K sup gli, La (t+s),ull- 
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Este uşor de veriiicat că pentru | u. | suficient de mic, funcţiile z, (î) astfel 
k 


construite nu părăsesc vecinătatea punctului p (+ 3) + W ap, (t+s)în 


=] 


care g este diferenţiabilă. 

Dacă vom demonstra că şirul z, (î) converge uniform, va rezulta 
că limita lui este o soluţie periodică, de perioadă vw, a sistemului (54) cu 
proprietăţile din enunţ. 

Avem 


an —z,(D = La (n) — ai(0)lp (+ e [zi (Dai (0. 
Ținînd seama de îelul în care au fost alese soluţiile «; (î) rezultă 


zi (D= (01 <E sup g (i, a,(6+5), ul— 906, eat), ull< 
<KL| a (+ 5)— cat +9) <KLsup 2, (0) — zi. 


Să notăm a, =sup |z,u(0)—a(9|, d. =max sup| a; '(u) — 
: ; 

— a; (u)|, Dn =sup $,| p.(t)|. Rezultă 

7 


a, <Lb+lulKLa;.. 
Considerăm funcţiile 


RI(Bu---s Bes bb gt pers) ŞI Bipilet stu a (0 +s)+ 
«0 j 
+A [zi (+ 8) — poa (0 + s)], ula; (0) di. 
Fie fi! (u, A) definite de relaţiile Fi (6,, ..., Bros up) =0 şi de 
condițiile f; (0, 0) = a; (pe baza teoremei funcţiilor implicite). Se vede 
că 6; (u, 0) = ai" (n), 6; (n, u) = ai(u), deei 


(4) — at (4) = Bila, n) — Blu 0) = 2 Bl 0) 


De aici rezultă o evaluare de forma 


| a; (p) — a" (p)l <lul Lasuplaz — ial Sul La KLa- 
deoarece | 
O (BR. Ro, ... Re) 
e O (Pina atap, Aa Boa aaa IP) ae 10 0, 
— 8, = — i = E [a (t4+s8)—a_,(04+8 
53 P (Ri, 2) SL [x (t+8)—a-(t+8)], 
O (Base - 335. 26) 
£ fiind un operator liniar. 
Deducem b,_, <|lu| LL.Ka,-, şi deci 


|| La 
a; <L,|lul| LL, Ka; + KLa;_1p 4 L—————a 
<hlu| 2 Iul 19 = ul L 


i—l* 
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Ținînd seama de această evaluare rezultă pentru | u | suficient de mic con- 
vergenţa seriei Xa, deci convergenţa uniformă a şirului «, (î). Teorema 
este demonstrată. 


$ 12. SISTEME CU ARGUMENT ÎNTIRZIAT CU PARAMETRU MIC 


În cele ce urmează părăsim cadrul general al sistemelor cu întârziere 
şi considerăm numai sisteme cu argument întirziat de forma 


aa = fl ed, et—ul. (57) 


Aici z şi f sînt vectori coloană; f este periodică în t de perioadă w > c. 

Să presupunem că sistemul generator obţinut pentru u = 0 admite 
o familie de soluţii periodice de perioadă vw. Fie z, (î,h) această familie. 
Sistemul în variaţii 


dy (1) 
di 
+ f, Lt, Zo (î, ho); Zo(t — 7, ho), 0ly(t— 7) (58) 
Oa (î, ho) 
| 


= fu [t, Co (, ho), Zo (î — 7; ho), 0ly(t) + 


admite soluţiile periodice . Într-adevăr, din 


dz (î, h) 


EP = ŞLb Lol, h), Zo(t — 7, h), 0] 


rezultă 
d 9 0zo (î, h) 


7 ap Zob DD =fu b ao(t h), za (6 — zh 0) 


Oz (t—r, h) 
Oh 


+ 


+ fe Li, Zo (î h), Zo (î — 7, h), 0] 


dzci coloanele «aceia 2 Zu: (05 22). 


reprezintă soluţii ale sistemului în 
variaţii considerat. Presupunem că sistemul în variații (58) nu mai admite, 
oricare ar fi hg într-un anumit domeniu, alte soluţii periodice de perioadă w 
independente de acestea. 

Fie g, (î, ho), ---; Q(t, ho) soluţiile periodice independente ale siste- 
mului adjunct sistemului (58). Dacă sistemul (57) admite o soluţie perio- 
dică de perioadă « de forma 


, z(î, u) = Zob ho) + uz (t, L), 
atunci 


| q; (t, h9) În [t, o (£, ho), To (î — 7, ho), 0] dt = 0, 3 = 1... k (59) 
0 
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Într-adevăr, avem 


d d d 
d ate i) du; nu) 7 aula u) = 


= f Li, 2 (6 ho) + uz (tb), Zo(t— Th) +ruzil(t—r, u),u] = 
=f[t, 20 (î ho), Bo (t—r, ho), 0l+uf, Lt Zo (& ho), Zo (t—r, ho), 0] za (î» 0)+ 
+ u fe Lt» Zo (î ho), Zo (î — 7, ho), 0lz (î — 7, 0) + 
+ fu Lt Zo (î; ho), Zo(t— 7 ho) 0] + O (u2). 


Rezultă 


d , 
A (& 0) = fu Lt» Ze (î ho) To (î — 7» ho)» 0] Za (6,0) + 


să [t, To (î, ho), o (î — 7, ho), 0] 2 (tt — 7, 0) + 
+ fu [î, Zo (6, ho) Lot — 7, ho), 0]. 
Deoarece z,(t, 0) este periodică de perioadă w, rezultă, pe baza teo- 


remei 4.18, egalităţile (59). 
ŢEOREMA 4.26. Pre 


P, W= a (6, 7), fi. [i za (6 hi), co (6 — 7, h), Oli. 
Dacă h, verifică relaţiile 
P, (ho) =0, det) q; (î; ho) fa Lt, Cot Ph); Zo(t — 7, h), 0O]dt=-F0 
pentru h = ho, tar f este analitică, atunci sistemul (57) admite o soluţie perio- 
dică ai, u) astfel ca 


lim z(t, u) = Zoli, ho). 
u=>0 


Demonstraţie. Scriem sistemul (57) sub forma 


dz (î) _ 
d 


fo [i 20), 2(t — 7] + ui, 26), alt —7)] + 


+u2 f, [t, (0, z(t —1)] +... 
unde, evident, 


foi, u 2) =f(t, 9, 0), fit, 4 90)=fa (bu, 9,0). 


Căutăm soluţia periodică sub forma 


z (în) = 20 +uz( ha (9+... 
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Înlocuind în sistem obţinem 


d 
0) ===> fo [t, To (t), To ( di 7)], 
Se — fiat, (0, at Da) + fn lb 200 at a (63) + 
+ fi Lb o (d); Lo (t — 7)], 
DI = fou Lb Zo (0; Zo (î — 7)] Za (6) + fo» Li, Zo (6), Lo (t — 7)l za (6 — 7) + 


+ fai [t, o (£), To (£ zi 7)] 4/4) (£) A fi [t, To (t), Zoli == 1)] DM (£ în. T) + 


FF fa lb o (d); Bolt — 7)] 
şi aşa mai departe. 

Alegem xy (î) = o (î, ho). Deoarece P,(h)=0, j=l,. 
există soluţii periodice ale sistemului care determină pe z, (). Aceste soluţii 
sînt de forma 
Oro (Î, ho). 

Oh 


) 


P0+Ş 99:00, 205 = 


Pentru ca sistemul care determină pe z.(t) să admită soluţii periodice este 
necesar şi suficient ca 


(ateriza, aa — ta + 


k k 
+ atpu() + fie pt =) + ȘI ad put — 20] +a) at =0. 
l=1 l=1 


Aceste condiţii reprezintă un sistem de ecuaţii liniare în a a cărui ma- 
trice are elementele A, date de 


Ab 4; (6, ho) | fiu [tn 20), za (6 — 9 02th a pi a Sefi] ae 
o l oh, 9h, 


9 
= Sai q, (î, ho) fa Li» Zo (î ho) Zo(t — 7, ho), 0] di. 


Conform ipotezei din enunţ, det A, -£ 0, deci putem alege, în mod 
unic, constantele a! astfel ca sistemul care determină pe z,(t) să admită 
soluţii periodice. 


Continuînd calculul se determină succesiv în mod unic funcţiile 
Za (1), cald), ... 
Din ipotezele de analiticitate făcute, rezultă evaluări de forma 


|f;] <K L, ful + fals <K,/. 
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Avem 


pi (î)] <RKL, >2|p; (0)] SK, lau | SEKKL2 
deci 


| (€)] < RL(Ko + K3sK,L). 
Mai departe 


200| <EIELEL(K, + E K, D) + EL] = KE L2[1+ 
+ E (E + E E Dl, 2 SKK PE L(K + E K D)+ KL5= 


, = Ka Ka (LL + Ka (Ko + K3K, L)] 
deci 


(0 SEP + KE + KE DD + EL + Ka(K + 
+ Kg Ka L)]) = K, L2 (Ko + K3K4 L)(L + Ka (Ko + Ka K.,L)l. 
În general 
Ip (6)| < Ko (K, L sup || + Ra D2|sup _2| +... + 
+ Ka D- sup |a| + E, D) 
lot | < E, (K,L2 sup || +... +K, sup la +A) 
deci 
|, (| <EL(Ko + Ka K4 DL) sup || + ... FEL (Ko + 
+ K3 Ka L) sup |z| + KT (Ko + KaKL). 
Să presupunem că 
|; oa (6) | < E LO (Ko + Es RL) LL + Ka (Ko + EsK)]. 
Avem 
(01 <EL(K + EREI (E + E3EDU + Ea (Ka + 
+ Ka Ka) + Ka 12 (Ko + Ka Ka DL) Ki, P- (Ko + K3sK4L)|l + 
+ Ka (Ko + Ka 4 D)P +... + Ka If! (Ko + K3K4L)K,L(Ko + 
+ EKD + ED (K+ Ek, D= ET (KE + Ea KD UI + Ka (K + 
+ Ks Ka, L) + ... + Ka (Ko + Ka Ka DL) LL + Ka(Ko + KsK4 LL) + 
+ Ea (Ko + KE DU + Ka(Ko + EEDY9 = ED (E + 
+ K3K4 DL) (LL + Ka (Ko + KsK, DL) + ... + Ka(Ko + 
+ KE D) OU + Ea (Ko + KE DI + E (Ka + Ka KD (+ 
+ Ka (Ko + Ka K4L)Y- = RD (Ko + Ka K4L) LL+ Ka (Ko + KsK,L)P-. 


În definitiv se obţine o evaluare de forma |, (î)| < K; K3! care 
arată că pentru |u. | suficient de mic seria e convergentă. Cu aceasta demon- 
straţia este încheiată. 
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Considerăm acum cazul sistemelor autoneme de forma 


dz = 


= flat), a(t — 7) ul. (60) 


Presupunem că pentru yu. = 0 sistemul (60) admite o soluţie periodică p (1) 
cu perioadă w, > 7. Fie 


A (î) = fu [p(î), p(t — 7), 0], B() = Je [p (î), p(t— 7), 0]. 
Sistemul 

dz) _ 

d 


este sistemul în variaţii corespunzătoare soluției p(t); el are coeficienţii 


A (î)2(0 + B(bz(t —) (61) 


periodici de perioadă w, şi admite în orice caz soluţia z(1) = “40 - 
Într-adevăr, din 


dp (î) _ cata 
îi: Î Ip), p(t— 7) 0] 
rezultă 
ddp_, ui 2 (0 — Ep: dp(t—7).. 
d dt Î.Lp (6), pi ), 0] fe [p (0, 2 (t— 7), 0] Ep 


LEMĂ. Să presupunem că sistemul (61) nu admite soluţii de forma 
2, (î) + tz (î), 2. (6) fiind periodică de perioadă og. Atunci 


( aewazo, 
«0 
unde q(1) este o soluție periodică a sistemului adjunct sistemului (61), iar 
G(î) = flo), p(t — 7), 0] + Bi) fipit — 7), p(t —2 7), 0]= 
= 29(î) + rB(t)a (tt — 7). 
Reciproc, dacă 


(a) eazo 


[d 


pentru o soluţie periodică a sistemului adjunct, atunci sistemul (61) nu admite 
soluţii de forma considerată. 
Demonstrație. Să presupunem că 


| aoewa = 0 
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pentru toate soluţiile periodice ale sistemului adjunct sistemului (61). 
Fie z(t) o soluţie a sistemului (61) şi 2, (î) = 2(î) — tao(1). Avem 


dz, (0) _ dz) _ cp — past) 
dt dt i dt 


— tA (î)20 (1) — îB (î)2 (t — 7) = A(0) [2 (0) — t2 (901 + B(0) [2(6 — 7) — 
— (î — 7) 20 (t — 7)] — 20 () — rB(t)z (t — 7) = A(bz(d) + 
+ B(ba(t —7)—G(t). 


= A (î)2(0) + B(z(i — 7) — 2(0) — 


Deoarece 


|awev dt = 0 


pentru toate soluţiile periodice de perioadă w, ale sistemului adjunct 
sistemului (61), pe baza teoremei 4.19 există o soluţie 2, (() periodică de 
perioadă w,, deci o soluţie z(t)a sistemului (61) de forma 2,(î) + t2() 
ceea ce am exclus. La fel se vede că dacă sistemul (61) admite soluţii de 
această formă, integrala trebuie să fie nulă pentru toate soluţiile periodice 
de perioadă «w, ale sistemului adjunct sistemului (61). Lema este de- 
monstrată. 

TEOREMA 4.27. Dacă sistemul (61) nu admite soluţii periodice de pe- 
rioadă eg îndependente de 2, (1) şi nici soluţii de forma 2, (î) + tza (d), cu 2, (1) 
periodică de perioadă «9, atunei pentru | u | suficient de mie sistemul (60) 
admite o soluţie periodică z (î, u) de perioadă « (u) astfel ca 


lim o (u) = oo, lim zii, u)=pll). 
u—0 u-—0 


Demonstraţie. Fie w (u) = os(l+ua(u)), t=s(l-+ua(u)], 
y(s, u)=—z ze[s(1l + ua), u]. Avem 


d d 
paul 0 aăirrăc d e + ua) u](l + ua) = 


= (+ ua) fiz [s(l+uo,ulels(l+ua) —r,ul,w = 
ip a ee e ai 
1 + ua (u) 


Dacă z e periodică de perioada w(u), y va fi periodică de perioadă 
Op Şi reciproc. Avem 


d 
ds 


= (+ ua) Ly (5, un), y(s —0 (n),u),ul, 0(u) 


y (5, u) = fly(s, u),y(s — 0, n),ul+uaf ly(s, n), y (8 — 0, u),u]. 
(62) 
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Punem Yy(s, u) = p(s) + uz(s, u). Rezultă 
pl) + pe (s, u) = flp(s) + uz(s, u), p(s —0) + uz(s — 0, u)u] + 


+ ua flp(s) + pas, n), p(s — 0) + uz(s—0,u),ul = 
= flp (s), p(s —0),01] + vf, [p(s),p(s — 0), 0]z (5, p) + 
+ uf, [p (5), p(s— 0), 0]z(s—6, n) + ufu [p (8), p(s —0),0]+ 
+ uaf [p(8),p (s — 0), 0] +uO(u) =fl[p(s), p(s — 7), 0] + 
+ ufu [p (5), p(s — 7) Olz(s, p) tuf. [p(s),p(s — 7), 0]lz(s—0,u) + 
+ ufu [p (8), p (s — 7), 0] + uafl[p (5), p(s — 7); 0] + 
+f [o (5), p(s — 0), 0] —flp(s), p(s —7)0l]+uOlu). 


Avem 


Lp (5), p (s — 0), 0] — J Lp (5), p (s = 2), 0] => 
= f, [p (8), p(s — 7), 0l[p(s —0) —p(s —7)] +0 (u2) = 
= f, [p (8), p (s — 7), 0]lp(s — 7)(0 — 7) +0 (p2) = 
= — E —f, [p (5), pls — 7), 01f [p (s —), p (3 — 2), 0] + O (p2). 
l—+ ua 
Rezultă 


Saten — 4 (6) ate, n) + B(8) z(s —0,u) +FP(8) + a(u)G (5) + 


+ ul (5, 2 (s, u), 2 (s— 0, u),u), (63) 
F(s) =f. ps), pls —2), 01. 
Considerăm sistemul 
â (8) = A (s)2(s8) + B(s)z(s — 7) +P(3)+ GQ (8). (64). 
Condiţia ca acest sistem să aibă o soluţie periodică de perioadă «w, este 


unde am notat 


| “q(s) [F (3) + a, G(s)]ds=—0. 
« 0 
Deoarece conform ipotezei din enunţ, pe baza lemei rezultă 
| “a(s)4 (5) ds £ 0 
1) 


această condiţie permite determinarea unică a lui a. Fie a, determinat 
astfel şi 2, (s) soluţia periodică a sistemului (64) care admite evaluarea. 


| 20 (5)] <K (sup |P | + |o|suplG]). 
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Formăm sistemul 
2 (8) = A (3)2(8) + B(s)z(s —7) + FP(s) +a (u) GQ (3) + 
+ B (8) [20 (8 — 90) — 2o (5 — 7)] + ufo [8; 20 (8); 20 (5 — 90), ul, (65) 


unde 6, = „iar [Hg este ceea ce devine H cînd a se înlocuieşte 


%o 
cu ag. Sistemul (65) admite soluţie periodieă de perioadă «w, dacă şi numai 
dacă 


(ad) IP (3) + a. G(s) + B (5) [20 (3 — 00.) — 20 (5 —7)] + 


+ uHo [s, 20 (8), 20 (s — 00), u]) ds=0. 
Deoarece 


(aeaszo, 


această ecuaţie permite determinarea unică a lui «,(u) astfel ca lim a,(uj = ag- 
4—0 


Presupunem a,(u) astfel determinat şi fie 2,(s, u) soluţia periodică corespun- 
zătoare aleasă în mod unic la fel ca mai sus. Formăm sistemul 


2(8) = A (5) 25) + Bis)z(s — 7) + P(5) + calu) 60) + 
+ B (8) [2 (8 — 0, u) — 2a(5 — 7, u)]l + uH, [8,2 (8, n), 2 (8 — 0,u),ul, 


unde 6, = 


“iar H, este ceea ce devine H cînd « se înlocuieşte cu a. 
Ha 

Ca mai sus, din condiţia ca acest sistem să admită o soluţie periodică, 

de perioadă w, se determină «2(u) şi apoi se alege soluţia periodică 2,(s, u). 

În general, se consideră sistemul 


â (3) = A (8)2(8) + B(s)z(s — 7) +P (8) + a, (u)G (8) + 
+ B(8) [ea (8 — 0-15 n) — 2-a (85 — 7 u)] + 
+ uH,_a [s, Zn (s, u), n —1 (e caii 0,_, u), ut], 


unde 0,_, = iti iar H,_.„ este ceea ce devine H cînd a este înlocuit 
MO —1 

cu a,4_,. Condiţia ca acest sistem să admită o soluţie periodieă permite 

determinarea lui «, (u.) şi apoi se alege soluţia periodică z, (s, u). Dacă de- 

monstrăm că şirurile «, (u) şi 2, (8, u) converg uniform pentru |u| < us 


şi dacă 
a (u) = n a, (u), 2 (8, u) = i 2, (8, u), 0 (u) = a 0, (n), 


atunci 2 (s, u) verifică sistemul (63). Calculele efectuate arată că y (s,u) = 
= p(8)+uz(s, u) este o soluţie periodică de perioadă w, a sistemului (62) 
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şi &(t, u) obţinută din y (s, u) punind s = i va fi o soluţie periodică 


ua 

de perioadă o(u) = op(l + ua) a sistemului (60) care pentru u—>0 
tinde către p (1). În acest fel, pentru ca teorema să fie demonstrată, rămîne 
să demonstrăm convergenţa aproximaţiilor succesive. Avem 


2 zar (5; 4) — za (8, n)] = A (5) [zasa (55 n) — 28 p)] + 


+ B (8) [za (3 — 7, th) — 2 (8 — 7 p)] + Lana (n) — aa (p)lG (8) + 
iri B (s) [2, (s iii V,, u) — în-1 (s dili 0,_1, k)] SI B (s) [2-a (s — T3 u) iza 
—— &a (8 — 73 u)] zi uH, Ei LH. 


Fie 
b, cai Sup za (8, u.) o5 a în (s, u)], d, i: sup | Op +1 (u) — %&a (u)|. 
Atunci rezultă 
b, < Mo a, e | uk |M, ba is | b. | M boa je | | Masa 
deci 


b, < Mg 4, sI lu | M (bca ZI A): 
Mai departe, din 


a) (P(6) + a 05) + B (5) [za ls — ms) — zl — pl 


“0 
+ uH,) ds = 0 
("a (8) IP (s) + a, G (8) + B (8) [ARE (8 — i JET u) — 2-1 (s — v, u)] + 
= UA) ds = 0 
rezultă, 


(oma — 20| "a (9 6te) as = "ate Be) [2 (a — 0 = zu (6 
0 1) 


— Baa 8) — 2 (6 — 7, 8) zac (5 — 7, pl ds+ „| "q (S) LE, — Has. 
(1) 


De aici se capătă 
4, SMilu| ba ad My lu] ba + Mslul d-1 
deci 
d, < | u | M (ba ză d —1)- 
Rezultă, în definitiv, 
b, e d, < | u | M' (Da a d), 


ceea ce arată că dacă | u | e suficient de mic, convergența uniformă este 
asigurată. 
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Evaluările făcute au presupus evaluări prealabile ale aproximaţiilor 
succesive care să asigure că aceste aproximaţii nu părăsesc un anumit 
domeniu, relativ la care se calculează constantele M care apar în aceste 
evaluări. Asemenea evaluări prealabile se obţin imediat prin inducţie. 
Teorema este demonstrată. 

Continuînd studiul sistemelor de forma (60) vom presupune că pentru 
u = 0, sistemul admite o familie de soluţii periodice p (î, ec, ..., c,) de 
perioadă cp (6; €2, ...; Cu) > 7. Vom face ipoteza că wg(C, Ca, ..., 0) 
admite derivate parţiale continue. Acolo unde nu există pericol de confuzii 
vom scrie c în loc de (€,, ca, ..., 0). Fie 


A (t, C) == fe [9 (7, €), (î ip zz Ta €), 0], B (î, €) = f, [2(, €), p (t— T3 Cc), 0]. 
Considerăm sistemul 
dz (1) 


> A (i, c)2(0) + B(ic)z(t—-). (66) 


Avem 


pt c) = [p(t, e), p(t — 7, €), 0] 


a La = E) dp (î, c) 
= i pt c) = fu [p (, c), p(t—r, c), 0] = al 
sta „dp (î— 7,0) — d 
+ f+ [p(t,c),plt » €), 0] EP A (i, €) EȚ D (î, 6) + 


+ B (t, DEE, (t—r, o), 


deci - p (i, c) este o soluţie a sistemului (66) şi această soluţie este perio- 


dică de perioadă wy (€). 
La îel 


dp _ 2 dp _ 


5) 
— — i, € țt — 7, 0), 0] = 
di de, — de a ae] IP (b )» 2 » 6), 0] 


= 4 (0) PU) ie B (60) ALU 


1 

Şi deci P. sînt soluţii ale sistemului (66). Dacă w, (c) nu e constantă, 
Q. 

aceste soluţii nu sînt periodice. În cele ce urmează vom considera tocmai 

cazul cînd «w (6) nu e constantă. 


Fie c' o valoare fixată a lui c. Considerăm funcţia p Per t, | 
cp (€ 
care este periodică de perioadă w, (c"). Derivatele ei în raport cu c, în punc- 
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tul c* vor fi funcţii periodice de perioadă wg (c'). Vom nota aceste derivate 
cu 9, (î,c'). 


Avem 
op [Sa ţ, 0) dp eo (0), e ) , 
(î 0") = Go (0”) + l i u 09 (e), 
Pt Oc; o (c”) di Oc, 
deci : 
Op (i, c') capta Să 0og(€”) dp(i,c”) 
Oe, w9(€) Oc, di 


Considerăm funcţia 
dp (t, e" i : 
200 = PO ftp, e), pt), 01 
Avem 


de —fip(i, e), pi =) Ol riAt o PS) Bi, 6) APUZ Ec) 
dt dt 
deci 


e = A (î, 0)z(t) + B(t, c)a(t — 7) +fl[p (i, e), p(t —r, e), 0] + 


+ rB(i, e )flp(t—r, e), p(t—27,c), 0]. 
Notînd 


Q(î,c') = [pt e"), p(i— T3 e"), 0]+rB(, c)f [p (î —r, ec), p(t—2r, c'), 0) 
rezultă 


E = Ac) + Bt, c)a(t—r)+G(t,c'). (67) 
cai, daia „ dogy(0”) Ă 
Presupunem că pentru indicele î, ————=£F0. Atunci 
C, 
og(c ) o, (£, 0”) = z(t) — 0p (i, c) op(c ) , 
Doo(0') Ri dc, dog (c”) 
de Oe, 
Dar E ALE Sica este soluţie a sistemului (66) cu c=c", iar 2 
Oc; dog(c) 
Oc, 
verifică sistemul (67); rezultă că î pai ) - p;(î, e”) verifică sistemul (67). 
9 Oai 7. 
Oc; 


Cum q,(î,c') este periodică de perioadă wg(c'), rezultă că sistemul (67) 
admite soluţii periodice de perioadă we, (c”). 
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Pe de altă parte, 


Op (î, c) SE d doo(c) d 


Oc, 49 cs (6) Oc, 


0p(î, 0) _ ssd dle eat a ti  O0owo(€) Py 
Oc, Og(c) 0, di 


dp Pb c) 


p(, 0). 


Rezultă 
dca(€) 9p(t,€) doc) dp(t,c) _ doo() 
Oc; Oe, Oe, Oc; Oc; 


şi deoarece g,(t, c) sînt periodice de perioadă w(c), ali din primul 
membru este periodică de perioadă wg (6). Rezultă că pentru toţi c sistemul 
(66) admite cel puţin soluţiile periodice de perioadă w, (6), 


d atu), 2 3pl0) dos dptie) 
â Oc; Ge, de, Oc; 
Sistemul adjunct sistemului (66) va admite şi el k soluţii periodice de pe- 
rioadă «g (€) pe care le vom nota cu y,(î, c),j = 1,2, 
Deoarece sistemul (67) admite soluţii periodice de perioadă wg(c”), 
rezultă, pe baza teoremei 4.18, că 


oo e) (€) 


pu (f, C) aia Q; (£, C) 


(= 23. k). 


o(0*) , 
| V;(s, c) G(s, c)ds=0, (3=1, 2, -...k). 
“0 

TEOREMA 4.28. Dacă pentru |u| < up sistemul (50) admite o soluție 
periodică zi, c', u) de perioadă w(6', u.) astfel ca 


lim z(î,c',u)=p(t,c'), lim o(c', u) = oo(c'), 
u—0 u—0 
atunci 


unde 
P,(e) = ÎN V,(& e) flo c), pt—x, 0,0146, (= 12--,k). 


Demonstratie. Fie o(c', u) = Co (ec) [1 gr ata ), u)]. Facem schim- 
barea de variabilă î = s[1l + ua(c", u)]. Not 


y(s, ec, u) = zis(l+ua), e ul 
Avem 
Ste ut puls et n), te —0(e', n) ei, n) 
unde 
Ț 


0 (c* Si si ae el 
Sc) o at a ua (c”, u.) 
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Punem 
y(s5,c,u)=p(s,c)+ruz(s,c,u). 
Rezultă 
dp (s, 0”) d * * * * 
EP za PP ul C 3 u) = (l+ua) f [p (8, c')+uz(s, e, u), p(s—0,c')+ 


+ pz(s —6,c", p),ul=(Ll+rua)flp(s, e), p(s— 7,0), 0] + 
+ (+ ua) (fl[p(s, ec) + uz(s, e, n), p(s —0,c)+uz(s—0,c', pu), u]— 
—flp(s, e), p(s—7,c), 0] =(1+ ua) flp(s, ec), p(s—r,c'), 0] + 
+ (L+pa) (A (5, c')uz(s, e, u) +B(s, e") [luz(s—0,c,u)+p(s—0,c)— 
— p(s—7,0)]+uf,lp(s, e), p(s — 7,0), 0] + 0(p2)) = 
= (Ll+ua)flp(s, e), p(s — ORE PORTI .u)+ 


î : „d 
+ al ua) B(s, c)z(5 —0, cp) (1 pa) Bl) p(s— 


0) uf, [p(s, c'), p(s —r,c'), 0] +O(u2). 
De aici se capătă 


d A ȘI A 3 A 
FRA d u) = A(s8,c')z(s,c,u) + B(s,c')z(s—0,c,u)+ 


+, [op (s, 0”), p(s—r, 0”), 0] + «f [p (s, 0”), p(s—r, 0”), 0] + 


+ar B(s, c)flp(s — 7, c'), p(s — 27, c'), 0] +0). 
Notînd 


P (5, 0) =, [p(s, e), p(s—7,c),0] 
avea 


alecu) =4 (e, c")z(e,c”, u) + Bo, c)z(8 — 0%, u) + Plec) + 


+aG(s, c)+uH [s, z(5, e, u), 2(s—0,c, pu), ul (68) 


Dacă z(t, u.) este de perioadă a (6 » u), atunci y(s, ec, u)este perio- 
dică de perioadă wg(c”), deci z2(s, c”, u.) este periodică de perioadă wg(c”). 


Deoarece sistemul (68) admite soluţii periodice de perioadă w,(c'), pe 
baza teoremei 4.19 rezultă 


Gg(c*) ă 
| V,(5, e") (P(8, 6%) Las, e) + E) ds=0. 
0 
Am văzut însă că 


Gg(c*) R 
| V, (8, 0) G(e, c)ds =0, 
0 
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Wo(c*) 
| V;(s, c") (F'(s, c) +uM)ds=0. 
) 
Cum această relaţie este verificată pentru toţi u cu |u| <ug, rezultă 


Go(c”) 
| Pec)ae=o, 
0 

deci P,(c') = 0 şi teorema este demonstrată. 

Pentru obţinerea unor condiţii suficiente de existență a soluţiilor 
periodice se poate folosi o metodă dată de S. N. Simanov. Fie 2, 2,, ..., 2 
soluţiile periodice de perioadă wg(e”) ale sistemului (66) pentru c =c". 
Vom presupune că sistemul (66) nu admite soluţii periodice de perioadă 4 (€") 


independente de acestea şi nici soluţii de forma z9(i)+t px Y;2;(î, e"), 


unde 2, e periodică de perioadă wy(c'). Această ultimă ipoteză este echi- 
valentă cu faptul că 


det NE e”) [z,(8, c") + e Bis, c")z,(8 — 5, c)lds Fo. 


Într-adevăr, funcţia z(î) = t$y, e; verifică sistemul 
j 


Ea = A (6 c)z(0 + B(, cai — 0) + 
+ Sa (6 6) + 7B(, cai —r,07)]. (69) 


Dacă determinantul e nul, se pot alege y, astfel ca 


> ( V; (8, c”) [2,(8, c) + rB(s, c')2,(8 — 7, c')]dsy; =0 


deci sistemul (69) admite o soluţie 2,(t) periodică de perioadă w,(c”). 
Atunci 2, (î) — t $,%; e; ar îi soluţie a sistemului (66). Reciproc, dacă există 


? 
o soluţie de această formă a sistemului (66), funcţia 2, (î) verifică sistemul 
(69); dacă sistemul (69) are soluţie periodică, există y, pentru care siste- 
mul de ecuaţii liniare are soluţii, deci determinantul e nul. 
Să formăm acum sistemul ajutător 


dz (3) 


= — A (8, c')2(8)4+ B(s,c')z(s — 1) + B(s, c') [z(s —0) —z2(8 —2)] + 
s 


Plec) ale, Gl, e) + u Ele, z(0), 2(e—0),ul4+ (70) 
+ SV, aplec) + e Bla, e) ze — 2, 00)]. 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 423 


Demonstrăm că se poate construi un procedeu de aproximaţii succe- 
sive care să permită determinarea simultană a constantelor W, şia unei 
soluţii periodice z(s, M,, ..., M,, a, u)a sistemului (70), corespunzătoare 
unei soluţii 5, M, za sistemului (66). Dacă se pot alege M,;(u) şi «;(u) 
astfel încât pentru soluţia corespunzătoare să avem W, = 0,j = 1, ...,k, 
această soluţie verifică sistemul (68) şi conduce la o soluţie periodică de 
perioadă w(c'”, u) a sistemului (60). Alegem 

2 = Ma + ... + Miz W9=0 
şi considerăm sistemul 
dz (8) 
ds 
+F (5, c)+a(e, pu) G(s, c)+ulH [s, (8), 20(s —0), u] + > W,;x(sc), 
j 
unde am notat 
X; (8, 0) =2;(5, 0) +rB(8,c')z,(s—r,c”). 


Acest sistem admite soluţii periodice de perioadă w,(c') dacă şi 
numai dacă 


(| V; (8, 0”) !B (3, 0”) [20 (8 —0) —2(s — 2] + 


= A (8, c)2(s8) + B(s,c')z(8—7)+ B(8, c) [2(8 —0)—20(3—7)]4+ 


+F(8,c)+uH + Wax) ds=0. 
Deoarece 


Og(c*) 
detţ Y, 3 ds0 


aceste condiții permit determinarea unică a constantelor W! şi apoi a 
soluţiei periodice 
2 (8) a M, 2 + . .. —- May + 2 (8). 

Procedeul continuă ; se formează sistemul 

dz 3 3 A 

le = A (3, c')2(8) + B(s, c')z(8s — 7) + B(s, c') [21(s —0) — 

= 2” (8 zidi T)] +/ (8, 0”) i a (0”, u) G (3, 0”) Ip 
+ uH [s8, 21 (8), (8 —0), u] +3, W.; x:- 


Se determină W; astfel ca acest sistem să admită soluţii periodice de 
perioadă wg (c”) şi se alege soluţia periodică 


2 (8) = Ma +... Ma +2 (3), 
soluția 2” (8) fiind determinată astfel încât 


|2*"(8)| < LK, 
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unde L depinde de sistemul omogen (66), iar K este marginea superioară 
a termenului liber. Constantele W” depind de u și se vede că W"(0) sînt 
date de sistemul 


Cg(c*) 
(pe cp cas+ sv 
«0 L « 
Dacă presupunem îndeplinită condiția P,(e)=0, j=1, ..., k, re- 
zultă W” (0) = 0 pentru toţi n. Vom serie mai departe W*(u)=uW"(u) şi 
2 (8) = 2'(8) +2" (8), unde z2'(s) este soluţia periodică a sistemului 

dz (8) 

8 


V,; X, ds = 0. 


Og(c*) 
0 


ze = A (8, c')2(8) + B(s,c)z(8—7)+FPl(s,c)+ ac, u)G(s,c) (71) 


aleasă astfel ca 
|2"(8)| <L sup (|F(s,c)|+la(e,u)llG(s,c')|). 
(5) = ŞUz+ 700) + uz” (o). 
Funcţia u.2*"" (8) verifică sistemul 
dz (8) 
ds î. 
ze B (3, 0”) [2-a (e — 0) ci 2-1 (8 Ea 7)] + uH,_a Ba HU 3, W;x, 


unde am notat H,_, ceea ce devine H cînd 2 se înlocuiește cu 2". Fie 
Up = ant" (8) — 2" (8). Avem 


du, 

i ds 

+ B (8, e) [2 (s —0) — 2" 1 (s —0)] — B(3, c') [2 (8 — 7) — 2 (8 —7)] + 
+ a te SP), 


Avem 


= A (8, c')2(8) + B(s,c')a(s—7)+ 


= A (8, 0%) uua(6) + B(8, 0) ul —7)+ 


Dar 
2 (8 —0) — 21 (3 —0) = uz" (3 —0) — uz" "(s —0) = uup_,(8—0). 
Rezultă 
du, î : e 
pe = BA (8 0) um(5) + p B(s, 0) ua (8 — 7) + n Bac) ua-a(8 —0) — 
—uB (8, 0”) Un (8 zi T) EI u(H, a Ha) ia UL II (Wim —W)) X; 
deci j 


e = A (8, 0) u (8) + B(8, c”) u(8 —7)+ 
8 


+ B(s, c) lua (8 —0) — ua (8 — 7) + H, — Ha + ŞW — WI e 
] 
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Fie b, = sup |u,„(8)|. Avem 
H, =H [s, 2 (8), 2 (8 —0), u], Ha-a =H [s, ta (8), dia (s —9), u] 
deci 
| H, — Ha-al SHnl2(8) —21(8)| + La] (8 —0) — (e —0)| = 


= lu] Wu 1(8)] + |ul LZalua- 1 (8 —9) < lu] Lboa- 
Mai departe 


nu (8 —0) — up (8 — 7) = (_ d (6) dt = 
= (_ (A (6, e) iaca (0) + BQ, e) ut) + 


FB, €) [up (t — 0) — incat — 9) (Eni — Hay, (VW — VW x dt 


deci 
lua (8 —0) —u,- 1 (8 —7)|< lu] |a0| (Laba Fr Vaba-2a+ 


+ ul Lo bs-a Fr lulLe Ba) 
ul 8,=supl WWW. 
2 


unde am notat 


Rezultă 
, lu | Slul Laba bazat lul Paca +8) 
deci 
< | U | La (ba a pe b„-a = | u | Baa + 6). 

Constantele u, W* sînt date de sistemul 

Go(c”) * * 
| (e, 07) (B(s, e) [70 —0) — (e — 701 + Edda + 

O 

Oo(c”) Ei 
aa Vi, x dep =0. 

Notind PW"'!— W"—o" rezultă 


PI Vu 7e 7 at (o, e") Bla, c') [n —0) — (5 —0)— 


— (3 — 7) + (8 —)]ds + av, (5, c*) [E — H,-.] de =0 
«0 
deci 


DĂ N V; X ds + +0 V;(s, ec”) B(s, c')lu,_1(8 — 0) — usa (82—7)]ds+ 


4 “0 1) 


+Î vale, E, — Ele =0. 
0 
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De aici rezultă 


|u.| Ba < Le [| | Le(broa Fba-a lua-o) tul Lao ba-al 
deci 


3 Lon (brat ba) + Laz | Baa: 


Evaluările obţinute pentru b, şi 6, permit să se deducă pentru |u.| 
suficient de mic convergenţa uniformă a aproximaţiilor succesive. 'Tre- 


cînd la limită în relaţiile care dau pe W* rezultă că W, verifică relaţiile 


ut y,(s, 2) LD *)-L [2 (s — 9) — 2 (8 — 7)] zi si as ala 
u 


« 


Oo(c*) Ea 
+5 V; x, ds W, =0. 
îi «0 
Condiţia ca W, să fie nuli se scrie 


(ă V; (5, 2) LD c”) 1 [2 (s —0) —2(s —1)] + a! ds—0. 
„0 u 


Dar 
2(s —0) — z(s — 7) = 9 M,la(s —0, 0) —2,(s—r,c)]+ 


+ 2" (8 —0) —z"(s—r)+ulz (8 —0) —2""(s—7)]. 
Rezultă condiţia 
(le 0) 2 Bec) (Muz —0, 0) — zale — 0) +70 —0)— 
«0 U â 
sai, (72) 
— 2 (8 — 1)) de + V;(s, c”) B(s, c') [2""(s —0)—2""(s—7r)4+H]ds=0. 


Pentru u— 0 această condiţie devine 


( V,; (8, c') a (c”, 0) a B (5, c*) [Ş.M, z, (s sit c*) Ia ze (3 -)] Fa i 


cog(c*) 
za | V;(s, c) B(s, c)H ds =0, 
0 
unde 
H = H |5, x M,2,(5,c) +2 (9), >, M,2,(8—7,c)+2(8s—7),0], 


iar 2" este soluţia periodică a sistemului (71) în care a (c”, u) este înlocuit 
cu a«(e, 0). 

Aceste condiţii permit determinarea constantelor M,; (0) şi a«(c', 0), 
una din constantele M,(0) fiind luată nulă. O dată M,(0) și «(c, 0) 
astfel alese, condiţiile (72) permit determinarea, pe baza teoremei funcţiilor 
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implicite (dacă jacobianul corespunzător este diferit de zero), a funcţiilor 
M;(u) şi a(c“, u) astfel încît W,(u) == 0. Se obţine atunci soluţia 


2(8, u) = 3 M,(p)a(8, 0) +2 (8) +uz" (8) 


a sistemului (68). 
Punînd 


| | y(s, u)=p(s,c)+uzl(s,u) 
şi apoi 


/ 
z (|, i nu d Etera ) 


sîntem conduși la o soluţie periodică a sistemului (60) cu proprietăţile 
cerute. 


$ 13. SOLUŢII APROAPE-PERIODICE LA SISTEME CVASILINIARE 
CU ÎNTIRZIERE 


Pentru sistemele cvasiliniare cu parametru mic vom indica o nouă 
metodă de demonstrare a existenţei soluțiilor periodice. 

În problema soluţiilor periodice această metodă conduce la rezultate 
mai slabe decît cele pe care le-am obţinut mai înainte, dar avantajul ei 
constă în faptul că se poate aplica şi la demonstrarea existenţei soluţiilor 
aproape-periodice. Rolul esenţial îl joacă următoarea : 

LEMĂ. Se consideră sistemul 


da () _ ij 


EP z(t+ 34 n(b,s)+fii), (73) 


unde * are proprietăţile precizate în $ 3, iar f e mărginită pentru t>0. 
Dacă soluţia banală a sistemului omogen corespunzător este uniform asimpto- 
tie stabilă, atunci toate soluţiile sistemului (13) sînt mărginite pentru i > 0. 
Observaţie. Această lemă se prezintă ca o reciprocă a teoremei 4.15. 
Demonstraţie. Pe baza teoremei 4.4' există o funcţională V[i, q] defi- 
nită pentru orice i > 0 pe spaţiul funcţiilor e continue pe [—r, 0] cu pro- 
prietăţile : 


IT leplz<Vliepl<K.lel:; 
2 |VL[i, e] —V[t p2]l SK(lell +) lea — gal; 
3 lim sup V[i+h,y(t+h+s; to; 9)]— Vi, y(t+s:; to; e)] < 
h=30+ h 
S —ly(t+s; bo, e)ll, 


unde y(î; to, e) este soluţia sistemului omogen care pe [ti —7,tol 
coincide cu ge. 
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'Ținînd seama de formula (18) rezultă evaluarea 
lz(t+h+s; îi; bo pl <Lilz(t+s; to e)l+ 
| +hIaM, M=sup If)! 
i 
latra; i e(t+rs; bo» p)—yltrhra;t, z(t+a; to, e))ll Sh LM. 
Rezultă 
|V[t+h,z(t+hrs;t, e(t+s;to> 9))]—Vlt+hy(t+rh+rs;t, z(t+ 


+ 8; to; p))]| SEA CHlz(t+s; tos p)ll +h La M)hLM 
deci 


ati V[t+h,z(t+h+sstos 9)]— Vi, z(t+s; to, p)] < 
h=>0+ h 
Ş —lla(t+s; bo, p)l2Z+LMlaz(t+s; to, e)ll. 


Fie acum z(t; 0, e)o soluţie oarecare pentru care funcţia iniţială 
verifică relaţia V [0, p] < K,L2M?. Demonstrăm că pentru orice t>0 
avem 


V[i, z(t+s;0, p)] SK, L M?. 
Dacă acest lucru nu ar avea loc, ar exista î, > 0 astfel ca, 
Vi, (ti +8; 0, p)l> E, LM? 
şi deci ar exista 0 <a <t, astiel ca 
V (ia, z(t+8;0, e)] = K,L* M? 
Şi 
V(i, z(t+s; 0, e)]> K, L2M? 
pentru î, <t<i. De aici rezultă 
Via +h, L(iz+h+s; ta, za +8;0, e))]> V [iz, 2(ta+s;0, p)] 
şi deci 
lim sup V[ia+h, L(tatrh+s ; ta, L(ta+8 ;0,9))]—V [ta, 2(la+s ; 0,9)] >0. 
h30+ h 
Pe de altă parte, 


ja SOLAU ani Pta + h + 830, 9) — Vll 2(ta + 8;0, ?)] « 
h=90+ h 
S — z(t2 + s;0, e)? + LMIz(. + 8;0, 9) || = 
= [le (+ s;0, 9) |(—llz(ta + s;0, p)ll + LM). 
Din 
[ta o (6 + 530, 9)] = FL M2 
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Şi 
Vi pl<Kllel? 
rezultă 
K, 2 M2 < K,|e(ta + s;0, e)!i3, 
deci 
|z(î2 + s;0, e)]]2> 2 M2 
sau 
|z (î- + 830, 9)ll > LM. 
Rezultă 
ina sup [a Fu a E hf ei 0, e) — Y [as ata 850, 9)] o 0 
h—0+ 


Am ajuns la o contradicţie, deci 
Y [tz (6 + 5;0,9)]<K,L2M2 
pentru toţi t > 0. Dar V[i, e] > lol, deci 
lz(î + s;0, ș)ll <VE LU = EM. 
În acest fel lema e demonstrată. 


ȚEOREMA 4.29. Pie în sistemul (73) funcțiile n și f aproape-periodice 
în t (m aproape-periodică în t, uniform în raport cu s). Dacă soluţia banală a 
sistemului omogen corespunzător este uniform asimpiotie stabilă, atunci siste- 
mul (73) admite o soluţie aproape-periodică. Această soluţie este evident unică 
şi verifică o evaluare de forma | xp (î)| < KM, unde K depinde numai de 
3i8temul omogen, tar M = sup |f|. 

Demonstraţie. Conform lemei precedente, soluţiile sistemului (73) sînt 
mărginite ; fie u (1) o astfel de soluţie. Scriem 


glet ou = (i + 048), (00,5) ++ 0)— 


— 90 


să ut dn) —f0) =| [nu (6 + 0 + 5) — ut + 5)ld,n(t5)+ 


+ ) ut + 0 +5), [nt 0,5) — ma +fU+0—70). 


Fie y(t) soluţia sistemului omogen care pe [—r, 0] coincide cu 
u(t + 0) — ul); notăm vi) =u(t + 0) — ut) —ytt). 


Avem v(t!)=0 pe [—r, 0] şi 


a =| (+5) dn, pri u (60 3)ă, [n (6-k0, 5) —n(t,5)1+ 


+ ft +0) —J). 
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Pe baza formulei de integrare prin părți, 
(ur oră, lntt-t 08) — al = ut 0) [met 0,0) — 
— n(b0)]—u(t + 9 — 7) [nt + 0, — 7) — mb —7)]— 


-f [ue 0 +5)) [m (+ 0,8) —n(t,8)]ds. 
du () 
dt 


Fie M,=sup |u(t)|, M. = sup 


| _ Rezultă 


Ii u(t + 0 + 3)d, [m(t + 0,s5)—n(t, s)]l CM. (n (6+ 89,0) —n(6,0)] + 


—Ţ 


+ |Im(t + 6, — 7) — nb —7)])+ Macsuplan(t + 0, 8) — n (i,s)l. 


Fie M. =max !2M.,, 1M,, li! şi 9o *_ — avroape-perioadă, 
0 13 2> 1) $ 4KM, proape-p 
comună a funcţiilor » şi f. Atunci 
ţ+ 0,3) — n(t,s)| <—— + 0) —f(|< ——. 
In (t+ , 8) n (&, s) | au IT ) f (6) | 4KM, 


Ținînd seama de lemă, rezultă 
|o(6)| SK (M sup (|n (6 + 9,0) —n(60)] + In (6+ 0, —7)—n(6—7)])+ 
+ Marsupn(t + 0,5) — n(t,s)| + suplf(t + 0) —f(9)) 


deci 


o <K(eu, TE RE DR. |<S 
4KM, 4AKM, 4KM 


Prin urmare 
ut + 0) — ut) — pl < E pentru > — 
Pe baza ipotezei făcute asupra sistemului omogen, există Z (=) cu 


proprietatea că t > 7 implică |y (î)| < 7 


De aici, pentru i > 7, deducem 


lut 4 0) —ul(b]|<e. 
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Rezultă că pentru orice e > 0 există 1 (e) şi 7 (e) cu proprietatea că 
în orice interval de lungime |] există 0 astfel ca |u(t + 9) —uu(t)| <e 
dacă t > T. Aceasta înseamnă că soluţia u (1) este asimptotic aproape-pe- 
riodică. 

Atunci u (î) = z(6) + o(t), unde z,(1) este o funcţie aproape-perio- 
dică şi lim w(î) = 0. Avem 
i— a 


dz(d) dot) fe o 
e 4 a). (zar) d, n (6,5)+f0) r 


Deoarece w (î) tinde către zero cind t—co, rezultă 


o(t+ 8), nt, s). 


80 


im adera) ăn(t,s) = o[eăcil (e + 5)d,n(t,5)1< 
0 
< mp otita) Vaio); 
Deducem 
dz, (t 0 
SO = aat-ts) unt) +0 


Şi existenţa soluţiei aproape-periodice este demonstrată. 
Din |u(t)| <KM rezultă |z(t)| <EKM + |o(t)|. Fie > 0;din 


lim w(t)=—=0 rezultă că există 7 > 0 astfel ca pentrut> 7 săavem 
lao 


|lo(t)|]< a deci | z(t) | <KM + = pentru t > 7. Fie arbitrar ; există o 


> — aproape-perioadă 0 astfel ca t +0 > 7. Atunci 


| za (t + 0) EU + si lat 0) — (0) | < e deci 


Iza (6)| <AM-e. 
Cum «< estearbitrar, deducem 


| o (4) | <KM. 
Teorema este complet demonstrată. 
TEOREMA 4.30. Se consideră sistemul 


0 =| z(t + s)d,n(t, s) + f(9)+uglt,z(t+s,ul, (74) 


unde n şi f sînt ca în teorema precedentă, iar g verifică o condiție de tip 
Lipschita în vecinătatea soluţiei aproape-periodice ca (1) a sistemului generator 
obținut pentru u = O. 
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Dacă soluția banală a sistemului 


dy (î) _ | 
di 
este uniform asimptotic stabilă, există up > 0 astfel încît pentru |u| < us 


sistemul (74) admite o soluţie aproape-periodică z(i, u) cu proprietatea 
lim 2 (, 4.) = Zo(1). Această soluţie este uniform asimptotic stabilă. 
u-—0 


y(t+ s)d, n (6) 


— ao 


Demonstraţie. Existenţa soluţiei aproape-periodice z, (1) a sistemului 
pentru u = 0 rezultă din teorema 4.28. Fie 


2(1) = z(0) — 2). 
Obţinem 
e == | 2(t+ s8)d, n(t,s)+uZ[t,2(t + s),ul. 


— 90 


Fie 2, (î) soluţia aproape-periodică a sistemului 


i 2 (6 5)4, n (6,5)+uZ,0,0] 


şi 2, (î) soluţia aproape-periodică a sistemului 


dz (î). _ i 


i 2 (+ s)6, n (6 s) + u ZII, za (+ s),u]. 


—90 


Aceste soluţii există şi sînt determinate unic conform teoremei 4.28. 
Notînd 

Vis (Î) = 2 (0) — Zu (1) 
deducem 
do, (î). _ i 


dt (1 4+ 8), n(t,8) + u(Z [i, 2-a (tt + s),u] —Z [d 2zo2(6+s), ul) 


deci, ţinînd seama de teorema 4.28, rezultă evaluarea 
op (0) | lu |KL sup [21 (0) —ze-2(0)| = pl KL sup | (0) |. 


De aici rezultă pentru |u | suficient de mic convergența uniformă a şirului 

de aproximaţii succesive. Limita acestui şir este o funcție aproape-perio- 

dică 2(î,u) cu lim 2(t,u)=0. Punînd z(t,u)=ao()+z(t,u) se obţine 
4—0 


soluţia aproape-periodică a sistemului (74). Stabilitatea soluţiei rezultă 
aplicînd teorema 4.6 de stabilitate după prima aproximaţie . Teorema este 
demonstrată. 

În cazul particular cînd », f, g sînt periodice în t cu perioada we se 
obţine un caz particular al teoremei 4.23 (aplicaţia). 
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Metoda de mai sus se poate aplica la sistemele de forma 

dz (7 

SU = Ali, z(t), z(t —r)] + puli, 2 (0), z(t—7),ul, 
unde X, şi A, sînt aproape-periodice în t, uniform în raport cu celelalte 
variabile. Presupunem că sistemul generator obţinut pentru u = 0 admite 
o soluţie aproape-periodică z, (î) cu proprietatea că sistemul în variaţii 
corespunzător are soluţia banală uniform asimptotic stabilă. Atunci pentru 
lu | suficient de mic sistemul admite o soluţie aproape-periodică, care pentru 
u— 0 tinde către soluţia banală. Punînd 2 (î) = z(t) — za(1) se obţine un 
sistem de forma 


= = A (î2(0) + B(z(6—0)+Z Di z(0, zu Z [î, 2(0,2(6—)] 


pentru care aproximaţiile succesive se construiesc după schema 
20 (î) =0, 
= A (02 (6) + B (6) 2 (t—7) + Zoli, 2 (0), 2aa(t— 7) + 


+ ua Lb Ze-a (), Ze-a (t— 7)], 
2, (t) fiind aproape-periodică. 


dz, (1) 
di 


314. METODA LUĂRII MEDIEI LA SISTEME CU ARGUMENT ÎNTIRZIAT 


În cele ce urmează vom prezenta, unele rezultate privitoare la extin- 
derea metodei mediei la sistemele cu argument întirziat. 
TEOREMA 4. 31. Se consideră sistemul 


dz _. _ 
7 Pina Ă [t, z(t), z(t—7)]. (75) 


Presupunem că X (i, z,y) e mărginită pentru t € (0,0), ze D,ye D, 


, 1 (7 
im X (6, 2,9) ăi = Xo (9), z6D,ycD, 


T— ao 0 
și în plus, pentru orice n > 0 există 8 (1) > 0 astfel încât 


az —2']< 3(n),ly' —y"1<3(m) 
să implice 
Ă (bz,y)—X(6ey)l <a lXolz,y)—Xo(z,y)l< m. 
Presupunem de asemenea că sistemul 
dy (î) 


=p = AX [y (6), y (0)] (76 
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admite soluţie unică verificind condiția y (0) = x. Dacă z(t, e) este o soluţie 
arbitrară a sistemului (15) cu (0,2) = za, tar y(i,e) este soluția sistemului 
(76) cu y (0,e) — ze, atunci pentru orice T > 0 şi n > 0 există e. > 0 
astfel încît pentru 0 < e < sg să atem 


i ai 
|, 5)—y(6)l<x eo] 


Pentru demonstrarea teoremei stabilim mai întîi cîteva leme. 
LEMA 1. Dacă 


T—oo 


T 
lim A X (4, 2,y) dt = Xo (2,9) pentru orice 2 € D,y ED, 
+0 


atunci pentru orice pereche de funcţii ă (î), y (t), constante pe porțiuni, are 
loc relaţia 
i Li (e a în sai XE 
im (770 oja= (205 oa 
2-0 «O € «'0 
Demonstraţie. Avem 


ta be 


— 


"ti “e e 
lim | Xa y] di > ua i X [u, z,yldu =t lim i Ă (u, z,y)du = 
€ 1 9 


.—0 0 PN .—0 


“t, 
= tn Xo(09)= | Xo(z,y) di. 


«0 
De aici 
lim( x[-, %, va = (xl y).dt 
E—0 n € z, 
Şi 
lim Ș| z[-, zar = SL Xeo (2, 9.) dt. 
20 îi e L) 


Ti —1 “Ti —a 


Cu aceasta, lema e demonstrată. 
LEMA 2. Dacă X (4, c,y) e mărginită pentru i € [0,co), re D,y€ED, 
și a, este soluția sistemului 


au = e, A [î, z(0), 2 (t—7)l, 


atunci din lim e, = 0 și lim z, i — y (d) rezultă 


n 90 n 90 En 


(presupunem că pentru toţi t avem 1, (î) € D). 
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Demonstraţie. Avem pentru u > 7: 


IT, (u—r) = da (4) Esti ( CĂ (1) dt = Ta (4) ic | e, A [t, Ta (?), d. /28 (t—7)] dt. 


e U—T uU—T 
De aici 
Ea 
/ ţ <A 
FĂ şa — ) = 4, [=] — | e, A [s, 1, (8), z„(8—r)]ds, tre. 
n En — —7 


Zi 


Fie | 4 (î, z,y)| < M pentru t € [0,co), z€ D, y€ D. Avem 


/ 


2, Sa = -) —y=a, ) — ya, Îi X [3,2 (5), 2 (e —2)1 ds. 


Deci 


z,|-) — y () +e,TM, tre 


NR 


i 

z,[= sei —vy (1) E: 
En 

Pentru orice î > 0 şi n > 0 alegem W (n, t) astfel încît dacă n > W (n,t) 


să avem 
e, < Min iLĂ 1 
-"192<M 


Î) _ 20, 
(7) <a 


Atunci 


/ 

2 [2 2) —y 0) < m pentru n > VW (n,t) 
EA 

şi lema e demonstrată. 


LEMA 3. Dacă lim e, =0 și lim să *)= y (î) uniform în rapori cu 
Ea 


NR 90 n— 90 


t în [0,7], atunci 


tb 
lim | Dd 


n Jo 


&, (2) z, = — ) dt, = | Lo [y (6) y (9]dt. 


Cn Ca Ea 


Demonstraţie. Avem 


ae, 7, +), z, [e —o)]aa — (x, Ly (0,9 (0 a] < 


Cn Ca 


E: :. pă le -) a, — ("z, (0, a, | + 


__—— 
E 
= 
P=—=—=mmee eee 
PE 
Ș 
————— N 
O 1 3 
3 [E 
ai 
*9 

K= 


- — an — E: Xa tu (pg (6)âa | 
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Dar 


E. di, — (” x, da, <2Me,z. 
0 


“0 

Fie 3 (%) astfel ca pentru| z' —z"'| < 5,|]y' —y"']|<5 să avem 
Ă (4,7 —Ă (6,2',y” Ia II dA, — Xo(z,y” 5 si ae 
X (î,z,y) (î£, 29) apare | Xo(z,y) (2,79 )| spa 


Fie (1) o funcţie constantă de porţiuni astfel ca 
ly(î) — (0) | < 3 (m) pentru t € [0,7]. 
Alegem N (7) astfel ca pentru n > N (7) să avem e, PR 
16 M- 
2.2) — y(î) e, & — =) —y 0] < 5(m) pentru e, r St. 
En Ca 
Pentru aceasta e suficient să luăm pe N (7) astiel încît dacă n > N () 


să avem 
E, < min a 


<5(%), 


16 Ma 2Mr 


2. (2) - y | < 330) 
e, 2 


În plus, X (n) va îi ales astfel încît pentru n > N (n) să avem şi 


t, RE FR be DI E 
| xp (6), 3 )] dt, -j Xe [ăia F (lat 


<a 
4 


pentru ST, <U<I. 


Atunci 
ra (2) ze 0] x] oa t)]|< 


|. Y (î.),y )] — x, A, Y (i), y | < 


Te, St -< T, 


25 
L ) 
127 


0 Ly (în), 9 (0) — Xeo [7 (în), 7 (î)]| seră 


Prin urmare 
„(2 si dt, -| Xe tu (în), 9 (6)ldu | < 


" —[â bn), a 
j.z e a | a E n 
<|. X|aoai (o (a an —ţ: d IO). Să 
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+ 


[ x, yu) hu A x | E | a ie 


[LY Te, i m 


și | x, (4), e) jau Zoo, tau | + 
LA h 
FE x, 36), au, —f Xe [o (tn), y (t)ldu |< 
i | 


tt A Asi 0” zau — | Xe] < 
12 12 4 12 2 |. i 2 


În definitiv, pentru n>YW (n) avem 


(z| e, 2) z, E az e) Va [y(î), y(t] a < 


9 EA €A €, «10 


şi lema e demonstrată. 


Să observăm că am efectuat toate evaluările noastre pentru t, > Es 
deoarece pentru 0 << _1_ avem 


ta t 
(x an -j x. di 
(ţ) 


1) 


< 1 pentru toţi n. 


Demonstrația teoremei 4.31. Avem 


z (î, 5) = + jx [u, 2 (u), z(u—r)]du. 


/ z 
Pentru î = — obţinem 
€ 


bu 


w = :) = + ar z (u), z(u—7)]du. 
€ 


0 
Facem în integrală schimbarea de variabilă » = e u. Atunci 


ti : 
„(3 = o + x| (2) d (a -) dy. 
= 0 e 2 e 
Din faptul că | 4 | < M, rezultă că pentru O0O<i, LT familia 


| a = 3) e egal mărginită şi are derivate egal mărginite, deci este egal 
€ 


continuă. De aceea familia [2 =, 3) e compactă şi pentru orice şir (e, 
€ 
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cu lim <, = Ose poate găsi un subșir (e,,) astfel ca lim z,, fa , | = y (hi), 
k=— ao ȚAR 


1— 90 
convergența fiind uniformă pe [0, 7]. Atunci y (0) = z, şi din 
ba | Y | 0) | ”) 0) ] 
Pal E = Poti LI — CR Cai do 
obţinem pe baza lemei 3 că 
tn 
(i) = 0 [Ze (ou (0) lăo. 
.0O 


De aici rezultă că y (,) e soluţie a sistemului 


Yy (0) = Ac [y (0), y(0)]- 


Deoarece această soluţie este prin ipoteză unică, deducem că pentru orice 
șir e, —»0 există un subșir <,, astfel ca 


A ț 
lim | — 


, au] za y (î.)- 


A > 1 L] / L] L] L] 
Dar aceasta înseamnă că lim z| ) — y (î,) şi deci pentru orice 
.—0 € 


7 > 0 există e > 0 astfel încît dacă 0 <e < eg, atunci 


a[î <— we) | < m pentr i. € [0, 7]. Fie pa. 
€ 


E 
Avem | z(î,c) —y(et)] <y. 


d d d 
Notăm i) —y (6, e). Rezultă —y(î,s)=— ——y (et) = c— (== 
y (et) =y(t, e) e V(te) ay (e?) ale) 
=— e Xoly(et), y (et)] = e 4, [y(i, e), y(î,=)], deci y (î,=) este soluţia siste- 
mului (2) şi y(0,.) =y(0)=—a. 


Teorema e demonstrată. 
TEOREMA 4.32. Se consideră srstemul 


Se) = ez [i z(0), aie), e], (17) 
di 

unde Z(1,u,9,=) are derivate parțiale continue de ordinul întâi și 

Z (+ 7,u,9, e) = Z(tuv,e). Pie 


P 
Zo(%, 9, =] Z(î,u,9, e) di 
T Jo 
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și 40 o soluţie a ecuației Zo(u,u,0) = 0. Dacă valorile proprii ale matricii 


OZa(%0, £9, 0) , 8Zo(%%, t0,0) 
0u 0v 


au părți reale negative, există «> 0 astfel încît pentru 0 <e <es 
sistemul (77) admite o soluție periodică de perioadă T care pentru s—»0 
tinde către “9. 


Și demonstraţia acestei teoreme va fi precedată de cîteva leme. 

LEMA 4. Pie H, și H, matrici pătrate de ordinul n. Presupunem 
că valorile proprii ale matricii H, + H, au părți reale negative. Atunci 
există 9 > 0 şi eo > 0 astfel încît dacă 0 < e < ep, rădăcinile ecuaţiei 


det (e H, +e<H, e" — Er)=0, 
unde E este matricea unitate, verifică inegahtatea 
(Pe r SS — e Yo 
Demonstraţie. Punem r = es. Ecuația ia forma 
det (e H,+ eH, e — Ec s)—0 
sau 
det(H, + H, es" — E s)=0. 
Dar 
HA, + He —e"87 — ES — H, + H, — Is + H,(e—25 cai 1) . 
De aici rezultă că 
det (HZ, + H, e—s* — Es) — det (H, + H, — Es) + (e— — 1) f(s, e) = 
= g(8) + (e—* — 1) f(s,e). 


Ecuația g(s) = 0 are rădăcinile cu părţi reale negative, deci există 
p > 0 astfel ca în semiplanul Be 2 > —yYo să nu existe rădăcini ale ecuaţiei 
g(s) = 0. Considerăm conturul care conţine porţiunea din dreapta Pe = 
— —"Yo pentru care |IJmz | -< R şi arcul de cerc de rază R situate în semi- 
planul 2e2 > Yo. Deoarece în interiorul acestui contur g(s) e regulată şi 
nu are zerouri, variaţia argumentului pe contur e nulă. Atunci, pentru e 
suficient de mic, va fi egală cu zero şi variaţia pe acest contur a argu- 
mentului funcţiei g(s) + (es —1) f(s,2). De aici rezultă că există e, astfel 
încît dacă e < eg, ecuaţia dată să nu aibă rădăcini în interiorul conturului 
considerat. Să arătăm că dacă R e destul de mare, ecuaţia nu poate avea 


O o A 


rădăcină a ecuaţiei, există un vector c astfel ca 


(H,+H,e—st)o=sc; 
dar 


ee |see, |ele]| = (H+ He del] E,+ He | e] < 
< (11 + INE20 ee) ei el] 
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deci |s | < M. Cu aceasta lema e demonstrată, deoarece dacă 


(Pe s < — Yo 
rezultă 
LEMA 5. Dacă numerele caracteristice ale matrieui EH, + H, au 


părți reale negative, există o funcțională V cu următoarele proprietăți : 
1” V[q]e definită pe spațiul funcțiilor continue pe | —e7,0]. 


1 
2 jele< Ve <Ke(1+ )! ez 
2eYo 


3 Vei] — V[ea] <L+ 


l 
jel -+ leziD ll aa — gel 
Yo 


€ 
4 Mulțimea funcţiilor pentru care V[qp] SC e închisă şi conveză 


5” lim sup RA să ară AR 0 să A < — 1 jel pentru e < £9; 
A30+ h 2 


9] < 50 (20), unde 2(î ;to;9) e soluția sistemului 
& (î)=e [EA (î,2(0), z(t—er), 5)] H,2(6)4+ Ha (l—er)+ B[a(t),2(l—er)]i 
unde 
|A (î, u, v,e)]|<M, e* 
Dentru 
i > 0,]u|+|o|<Me 


IB(uo) |< M, (lu + lo'*6, B> 0, pentru ul +lo| SM. 
Demonstraţie. Considerăm sistemul 
y (6) => e (Hay (0) + Hay (i — er). (78) 


Dacă numerele caracteristice ale matricii H, + H, au părţi reale 
negative, din lema 4 rezultă că rădăcinile ecuaţiei det (ec H, +eH.e—— E£r)= 
— 0 verifică inegalitatea Be r < — ey, pentru 0 < e < eg. Dar atunci, după 
cum se ştie, soluţia banală a sistemului este uniform asimptotic stabilă 
şi avem pentru orice soluţie evaluarea 


|y(î to» e)|-<Ke ge] 
pentru 


t> to» Yo <m arbitrar *). 
Fie 
Vel) yes; e)lPat+ suplly(o-+ as e)? 
e 0 02 


*) Vezi rezultatele lui N. N. Krasovski expuse în anexă. 
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Am notat y(î;q) soluţia sistemului (78) care pentru —cr IO 
coincide cu q(ţ); peste tot în formulele noastre se[—e-, 0] şi 


ly(t+s;o)ll=suply(t+s;o)l. 
—e1SsS0 


Deoarece intezrala e pozitivă şi y (s ;9) = e, rezultă că V [o] > |le|]2- 
Pe de altă parte, 


Ig (î+s; p)l <K e |lgl 


deci 
[ .) A Î 
Ye] < Kalelph eva K+ pole = (1 + —) nel. 
«O 229 
Fie 
3, > 0 
şi 
Yo L/ 
dacă 
Ie ||< d, t> T (n) 
avem 
Iy(î, 9)l <n 
deci dacă 
|e|| < 3 
Şi 
- Se. i 2K5, 
“Yo | | 
avem 
2 
ly(s+s; o) < le 
Şi 
sup |y(o+s; e)l?= suply(o +s;0)|2?= |ly(o'+s;o)lt, 
id so szi iai 
£Yo P| 


deoarece ||y(o + s ;9)||? e o funcţie continuă de o. 
Mai departe 
| Ilg(o + s;e)l? — lly(o + 8;e2)ll2| = 
= (Ily(o+s; e)ll + lly(o+s; e2)ll) |lly(6 +3;q)ll— 
—l y(o+s; e2)ll|l <(ly(o +a; p)ll + ly(o +s; q2)l)lly(o-+s; e — p2)ll< 
<2Ke** (|| e] + |lpzl) Eee |ei— pal < Lola + Ilea) lei — el 
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De aici rezultă 
sup (6 +s; el = ly(9-+s; pole ly(9'++si el + 
Lai eul] + ll ez1]) lei — galisup Iy(s-ks; ez) lP-+-Lo (|leall Il gali) lea — gell: 


În definitiv 


| supi yo +3; e2)]|2 — sup |ly(o + 8; e4)ll2| <Lo(lell +1 e21l)liei —call, 


| VLe.]— Yes <| ly (+ s; e.)ll?—ly(t4+s; p2)ll?l dt + 
+ Lo (lea + lea) —ce2l| < Le (llqill+ le. eo di ||ep, — gal + 
SI. Lo (leul —- || pal) llea— pal] 


deci 


| Vaal — Vlea] | < Ze [ + i el --lleziDilea — gell- 
<Yo 


Am arătat că funcţionala V[q] verifică condiția lui Lipschitz, deci 
V[q] e continuă şi de aceea mulțimea V[q] < C e închisă. Să verificăm 
că e convexă. Fie V[qe,]<C, Vloez]sC. 

Avem 


Vlip, + (1 —1)g2] = | y (fs; Apa +-(1—A) p2) ||? dt + 
0 
zi sup y (o+s; Apa +(L — A)qg2)ll?; 
y(t+s;Apa r(1—1) p)=Ay(t+s; pa) r(Ll—A)yl(t+s; o2); 
Iy (2 saga + (1 — 292) SAly(t+s; p)ll +r(L— llg(t+s; pl, 
|y(t+rs; apa + (l—Do)l< 
CX ||y(t+s; pa) +2A(1 — 2) gt +s; e)lillg(t+ ss e) + 
+ (1 — All y(t+s; 2) 32| y(t+s; pa)? ra (A—I) [Lily (t + eu)ll2+ 
+ |ly(t4+ e; p2)ll214+ (1 —APly(t +a; p2)ll?= 
= Ally(t4+s; q.)]2 + (L—2A)llg(t+s; q2)ll?, 
sup ||y (î4+-8; Aga + (L—2)e2) ||2<SA sup ||y (£-+3 ;e.)]|2+ 
30 t>0 


+ (1—1) sup | y(t4+ 8; qp2)|l2. 
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De aici obţinem 


Ya t(l 3) all pers; laica pere eo ar 
0 e O 


AS []g(Paea)(U> A)sup lig(î-ts; e) l= AVIpJ+(1—A)V [oz] < 


deci V[qo] SO e convexă. 
Rămiîne de demonstrat ultima afirmaţie a lemei. Avem 


Yet sita 91 =0 Iura grai tos o) du + 
“0 
+ supiy (o +s;y(i+s; lo, o)e=| |y (t+rurs;t, y(t+a; to, p))ll2 du+ 
o> „10 
+supl| y(e+a+a;t pls; tp)lP=b yt-ru-raitoo)P du + 
02 „0 


+ supli g(i-to+a; în e) = | |y(u-ts stone) P du-+-suplly (o-ka; to e)Ie- 
02 ţ 02 


Din iaptul că sup |Iy(o + 8 ;to;p)||2 este o funcţie monoton descrescătoare, 
rezultă că se 


lim sup Viy(t+h-+s; lo 3 p)] — Vly(t+s; lo > ?)] « — |y(t+s; ARE q) |[2. 
al i h 
Considerăm sistemul 
& (0) =—e (2, 2(6)4+H, 2(t—cr)) +A [I, 2(t), 2(t—cer)] (Hz (0)+H. 2(i—cr) + 


+e (E+A[t, 2(0), 2(t—er)] B [z(6), z(t—er)]. 


Avem 
zu; 6, = ep + AIBuzto; 6 ș)++ E, p(o— cs) + Blăo 
„t 
deci 
t+-h 
lz(u; î, p)l< leli-reart l2(v;t, e) Ido + eMplgll + ec! Bld. 
ţ 


Funcţia 


B* (0)=|B [z(v;t, e), e(o — er)]| 
e continuă şi deci 


t+h 
B* (0) do = AB" (6) + n h 


ţ 
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unde 
liman =0, B* (0) =| Bl), e(t—c0)]| S2Malelht. 


În definitiv obţinem pentru t<u<t+h: 
|z(ut, e) Ciel + eh (N Ile] + 2M, Lip [+8 + Ln)) ee 
de unde 
Iz(t+Rh—+s3t, o)ll < ile] + eh(Wile]| + 2M. Lie |i+6 + Le. 
Aceleaşi calcule dau 


Iy(2+-h+e;t, p)ll< Ulel| + eh M |o||yee2. 
Mai departe, 


t+-h 
z(u;t, p)—y(ust, p)I< cal z(0;tî, p)—yto;t, p)ldo + 
t 


+ 2MM, he'** (|]e|]| + eh (M le] + 2M, LleltE + Lm)) e + 
+ 2e LM, hi|lg|*8 + Le mph. 
De aici, pentru tLust+h, 
zu; î p)—y(ust, p)lis 
< eh 2MM,e* [|le|| + eh (MW le] + 2M, Light? + Lm)lee** + 
+ 2LM>lphitf + Lm) e 
şi deci 
z(t+-h+s;t,p)—y(t+hrs;t, 9) || > Sup |z(0i est p)— 
Rac 0 0 i. A A Lai Ma ai N A A Că dia di e 
Ceh (2MM, [le + eh (M el] + 2M,L elit + La)le!? + 


+ 2LMlp|ite + Lm) e. 
De aici 


IV[z(t+-h+s;t, 9)l—Vly(t+h+s;t, o)]l< 


<Ie(1-+ 2 jznel-rea Dee ee cara, eetirelt-eat Den + 
S 0 
+ 2LU, le Pr% + Lm) ee 
Deci 
lim sup IVIz (6 th + si în e)l— Vlytrhrs:;t e)l < 


h=—0+ Rh 


1 
i ( i 22 ie ul2M Mee lei + 2LMlehke]. 


Yo 
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Mai departe obţinem 


e RA lcă Cazi AC 1 ami AI AP 
h—0 + h 
< lim sup V[z(t+h+e;t, 9)]—Vly(t+h+s;t,0) î3 
h30+ h 


+ lim sup Viy(t+h+s; l, p)] fă V[e] <4L ( + rara, e“ || |? + 


h Yo 


1 
+LMale/P*%— jel: = — nel [1 — 4o(e + arate — 
O» 


1 
ALU, L|e + îi E | 
Yo 
Pentru e < e, avem 


4La(e dese Me < 2, 
Yo 4 

şi pentru ||e|| < 5 avem 
l l 
ADMsLa(e+ Ne <-, 


i Yo 4 
deci 


ic atid V[z(t+h+s;t, 9)]—Vloe] < 


1 2 
h=0+ h 2 el. 


Lema e demonstrată. 
LEMA 6. Considerăm sistemul 
&(î)=e (LE + A (6, z(0), zii — er), e)] LH, 2(0) + Ha a(t— 7) + 
+ B(z(6), z(t— 3) + CU, 20), z(t— ex), e) 
unde H,, H,, B sânt la fel ca în lema precedentă, A (t,u,v,=), C(tu,o,e) sînt 
periodice îm rapori cu i de perioadă 1 și 


1 
LA(t,u,o,e) | < Masă, |C(t,u0,c) | Mae, a < = , 


Atunci sistemul admite pentru < > O suficient de mic, o soluţie periodică de 
perioadă 'L care pentru < —> 0 tinde către zero. 
Demonstraţie. Avem 


zu; 9) = cl UPA z(ost, p)-+H, e(o—e0)+ B+0) dv, 


z(u it9) = et) + î) [E + AJ 205,9) + HE, po — ec) + Bl o, 
L 
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|z(u;t, p)—z(u;t, e) <eM,| lz(9;6 9)—z(v;t, 9) | do-re** hillell + 
„t 


+2M, Lek*8 eh + In eh + ehMa ei, 
|a(u;tp)—2z(uit, e) | < eh[ Mae + Me*||ql| + 2M, Lio|+5] e2%e. 
Deci 
|a(t+h+rs;t, p)—z2(t+h+ra;t, 9] CehlMss—+ 
+ M s*||e|| + 2M, Li q|+6 Je, 
lz(t+h+a;t, pl Slz(t+h+s;t ep)ll + she [Mae 4 
+ M ee] +2M, Lielht£] <tlell + eh( ) e”. 
De aici rezultă 
|V[e(t+h+s;t, p)—Vlz(t+h+a;t, p)]l < 
<Za(1+ 2) enen + 2eh )) edit: pe [Mae + 


Yo 


+ M e*|| || + 2M, L|| glh+5 Je 
V[a(t+h+s;t, p)—VIZ(t+h+e;t, e)] < 


lim sup 
h=0+ h 
1 
<a [e +) ele ler + ele + lee) 
0 


Obţinem în definitiv 
lim sup Viz(t+h+s;t 9)]—Vlel] < 21| a 2] Mee] [e + 


1 
+ ee el +lk] — ek = le Met + Ma ele + 


1 
+ Male — Dal pl]. 


Pentru 0 <<< e, |lel| <5, avem 


l 
Mac“ pl + Mlelhtt < FI | el 


şi deci 
, V[a(t+h i —V 1 
lim sape ei Lol cei, el—a — alei] 
h—0+ h 4 
Fie acum C— 8, V[o]<O. Avem V[z(t+s;q)] LO pentru 
it = 0. Dacă există 0<t, <T7 astfel ca V[z(t4+s;q)]> 0, există 
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0O<i, <T7 astiel ca V[r(t,+s;0)]=0 şi V[r(ta+h+s;o)]> 0 
pentru 0 <h<ă, deci 


V [ata +h+s;p)l]—Vla(t+s; e)] >0. 


lim sup 
h—0+ h 
Dar 
lim sup PIZ Eh kai 9)]— [ziare e) 
h>0+ h 
— lim sup Vlz(t-+h-+s; ta, e(la i p)] — V[x(ta.+s; 0)] < 
h=>0+ 


1 
<a, +s; [a ge — Zllata +a; DI] 


Din V[z(t,+s; ep)] = rezultă 


1 
OK: (1+ za rss or 
2eYo 
Şi 
|z(î- +8; ep): <0=ă, 
deci 
|z(î- +; 9)ll< 8% 
Şi 
C 1 1 V20 . 
|z(t.+s; saca IO aci at arde secat vea 2 A Oa e, 
| 1 4 4K |1+2e9 
K || 1+ 
2/9 


De aici obţinem 


Îi eu DMA Canada (Cast 0 0) | PI Agar 9 5. i ca 


h=0+ h 


Slz(ta +a; 9)]l [Mp da — Mae]. 
Dar a < =, l — a > = deci pentru < > 0 suficient de mic avem 


M, ei-a — MgVe <0 şi ajungem la o contradicţie. 
urmare, V[z(t+s;q)] LC pentru toţi t€ [0, T)] şi 

Viz(T+s; p)]<C. 

Am stabilit astfel că mulţimea închisă, mărginită şi convexă V[o]s<C 
este aplicată în ea însăși de operatorul complet continuu U[lo]=z(7+s e). 
De aici rezultă că există un punct fix al acestui operator; acestui punct 
fix îi corespunde o soluţie periodică a sistemului, de perioadă 7. Calculele 
noastre arată că se poate lua C = O(e*), a' <1l — 2a de unde rezultă 
că soluţia periodică obţinută tinde către zero cînd e > 0. 
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Demonstrația teoremei 4.32. Facem în sistemul (77) schimbarea 
a= 4% + b. Obţinem sistemul 
b(t) = e B(t, b(t), b(t—e7), e), 


unde B are aceleaşi proprietăţi de regularitate ca şi Z şi e periodică în ! 
cu perioada 7. Fie 


T 
Be lia) CĂ Bit, u, o, c)ăi. 
T' 


Evident, 
Bo (0, 0, 0) =0. 

Notăm 

B' (i, u, v, e) = B(i,u,v, e) — Bo(u, 9, e). 
Avem 

1 (7 
| B"(6, u, o, c)di =0. 
“0 
Fie 
ţ 
B,(î, u, 9, e) = e-—"i—" B'(s, u, 9, e)ds. 
Avem 
B:(î, u, », e) = e— B'(î—o;u, v, c)do= 
0 
GO (n4+1)7 
— y, Dă P* ( — o, u, v, e) e—n(o—nT) do iat 
n=0 nT 
80 T 1 Tu 
= 5, e-mzi e—" B'((—o;u,v,c)do = pai e—n B"(t—s;u,v, 2)ds. 
n=0 RL!) iii 1) 


Fie 
9 
B'"'(6;u,s, )=| B'"(£;u,v,e)d:. 


“0 
Avem mai departe 


T 
Batista) > = | e— B'(t —s; u,v, s)ds = 


—n? 
— en? e 


ESTA | —T ă 
pie Pai ee B (6; u, v, e)do = 
a 4 


e—n t & e—ni ţ -* 
= ————— | e" B (0;u,v,s)do= ——| e"dBp = 
Vi ? Vi 
1 — e" 7 1 — en? ,_p 
== e [ee B""] 
1 — e 


ţ 1 en! ţ ze 
eg ză e% B*(G; u, o, e)do = 
—T l—e i—T7 
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e—n FI + 
aa a (£, 4, 9, €)—e”e” B"((,u, v, e)]— 
Pta e 


nem (7 se 
a en(i— B (î—s; U, d; e) ds = 
— en 


T 
— B"(î, u, o, 5) —— Îl en B(t—s; u, v, e)ds. 
i Sai e—"7 0 


Dar B' are valoare medie nulă, deci B"" este o funcţie periodică, 
deci B'” e mărginită. Rezultă 


T 
|B:(4,u,v, DI <Uu+u | e—n ds =2M. 


Mi = iai e—n7 „o 
Să observăm că 
ţ 
= B, (î, 4,9, 8)= — | nem B'(s,u, 9, s)ds+ B'(4,u,v,e), 
0 4 * * 
De a (0 U, 0, 5) = — n B, (t, U, 0, e) + B (î, UV, €). 
Mai departe 
0 a 0 ae 
ERAI B, (î, U,%, E) ci | 6 (s, Ut, e) ds, 
0u Saca 0u 


0 _, 0 9 
— B (8, u, v, e) =— B(s, u, 9, e) —— Bol(u, 9, e). 
0u 0u 0u 


Dar 


O 1 (7 9 
odata v, e) = out U,v, e) di 


deci 


T 
A 2 pe UV, c)ds=0. 
T Jo 0u 


L] L] LV] 9) . 0 * . (YI [] . 
De aici rezultă că matricea în B'(i,u, v, e) are valoare medie nulă şi deci 
u 


se pot repeta pentru ea toate calculele pe care le-am făcut pentru vectorul 
B"(î, u, 9, e). În definitiv obţinem 


să B, (£ 4,9, e) 


< M, 
0u 


şi analog 


0 
Bute u, 9, e] <M,. 
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Să facem acum în sistem schimbarea de variabile 
b(î) = h(t) + e B, (£, h (6), h(0), e). 


Obţinem 
9B; (i, h(t), h(t), OB: (î, h(î), h(t), e) . 
NE Pie a ăi e AR a Lu E A 
OB; (i, h(t), h(i), e) | 
A ep hi) = e Bi, h(D + eB;, h(t— e) +eB, e] = 


= e B[h(6) + eB;, h(t—er)+eB;, e]+ 
+ e B'[i, h(0) + eB;, h(t—e7)+eB;,c], 
Bo [h(î) + e Bas h(t— er) +eB;, e] = Bo [h(d), h(t — er), e)] + O(e) = 
= A, h(0) + Aph(t — 7) + B, [h(t), h(t — e)] + Ole), 


unde 
9 O 
H, = — Bo (0, 0, 0), Ha = — Bo(0, 0, 0), 
9u 0v 
deci din 
1 T 
Bo (u, 9, e) = ui B(î, u,v, s)dt = 
T 
= Z (i, G+u, +9, e)di = Zo(G-+u, 6 o, e) 
J0 
obţinem 


O O O 9 O O 
H, = — Zo(G, 8,0), Hp, = = Zo(%, 0,0). 
0u 09 


B" [î, h(î)+eB;, h(t—er)+eB,,c] = 


= B" [i h(b)+eB;, h(b)+eB,, cl +O(e)= Bt, h(d), h(i), e) + Ole). 
Avem 
OB. OB” 
(2 + pe + ei) =e Eh) e H.h (t—er)-+e B, [h(t), h(t— <7)]+ 


J 


te, BD, h(0), 6) — e 2 Bit, (0), 0), ) + 00). 


ot: Si RA 
[Br ege te] =2+o00 


B" (6, h(0), h(0), e) — --B; (î B(0), (0, = B:( h(0), (6), e), 
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Fie n = e. Obţinem în definitiv sistemul 
h (î) = e ([E + O (e)] LH, h(0) + Hah(t— er) + B. [h (6), h(t— e7)]] + O (e). 


Acest ultim sistem verifică condiţiile din lema 6, deci pentru < > 0 
suficient de mic are o soluţie periodică P(î) de perioadă T care pentru 
e > 0 tinde către zero. Dar B; (i, u, v, e) este funcţie periodică de perioadă 
T, deci obţinem o soluţie b(t) periodică de perioadă 7 care pentru e—>0 
tinde către zero. Dar aceasta înseamnă că sistemul (77) are o soluţie pe- 
riodică 2(t) de perioadă T care pentru e — 0 tinde către %*. 

Teorema e demonstrată. 

Să punem în evidenţă o consecinţă a acestei teoreme. 

Considerăm sistemul 


E (î) = Xa, 2) + eX z(t), z(t— 7), e], (79) 


unde X, şi X, sînt periodice în raport cu t de perioadă 7. 
Presupunem că soluţia generală a sistemului 


2 (1) = Lol, Z) 


e periodică de perioadă 7. Fie z(î, h) această soluţie. 
Facem schimbarea de variabile z = z(t, 2). Obţinem 


Oxo(î, 2) , dx 02 
Oi 02 ot 


+ eX [6 zo(6, 2(î)), zo(t — er, 2(t — e7))]. 


= AX [t, Colt, 2)] + 


Dar 
Oz (, 2) 


9 = Aoli, za (î, 2)]; 


. LY] . . Oz . L i. 
Lo (î, h) este soluţia generală, deci matricea F 0. are inversă. De aici 
2 


obţinem 
(6) = i aaa N X, lt, zo(t 20), zo(t — er, z(t— e7)), e]. 
2 


Dacă aplicăm teorema 4.31, obținem următorul rezultat : Fie î* o soluţie 
a sistemului 


aloe 0) > = | e aa N X, lt olt E), zo(î, E9), 0]ăt=0 
0 


9Za(*, &*, 0) , AZo(te, (0) 
u 0v 

cu părţi reale negative; atunci sistemul (79) are o soluţie periodică de 

perioadă 7 care pentru e — 0, tinde către soluţia zo(î, 3”) a sistemului 

generator. Să observăm că în cazul cînd X, şi A, sînt analitice, acest re- 

zultat decurge din teorema 4.25 fără a presupune că întirzierea este mică. 


astiel ca matricea să aibă valorile proprii 
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"TEOREMA 4.33. Se consideră sistemul (79) și se presupune că XX, și X, 
sînt aproape-periodice în t, uniform în raport cu celelalte variabile şi că 


au derivate parțiale continue pînă la ordinul al doilea inclusiv. Presupunem 
că sistemul 


& = Xolt, 2) 


are soluţia generală ze (i, h) aproape-periodică în i, uniform în raport cu h. 
Fie 
Zi, u, o, 5) = e a 
0u 


Notăm 


|. Xa [6 Zoli, 4), Lot — er, 9), e]. 


ao 


7 
Za (u, 9, e) = lim | Z(î,u,v, s)di. 
“0 


Pie (* o soluţie a ecuaţiei Zo(u, u, 0) = 0. Dacă valorile proprii ale matrăii 
aza(te, C*, 0) + zalte (9, 0) au părți reale negative, atunei există 
0) 0) 


2, > 0 astfel încât pentru O < e SC e sistemul (79) admite o soluţie aproape- 
periodică unică, zi, e) cu proprietatea 


lim z(, e) =zo(t, 3). 
£-0 


Demonstraţie. După schimbarea de variabile z = z(t,2) se capătă 
sistemul 


2 (î) =eZ(, 2(1), 2(t — e7), e) 


iar după noua schimbare de variabile z = 4 + b se capătă 


AU) = e Bi, b(d), b(t— er), e]. 
di 
Notăm 
: 1 (2 
B,(, o, e) = lim | B(t, u, o, c)ăi, 
T— o 'D «JO 
B'(i, U,v, e) = B (î, U, v; e) — Bo (u, b, d, e). 
Avem 
pia N e i 
B9(0, 0, 0)=0, lim | B" (î,u, v, s)dt—0 
Too | i) 
Fie 


A 
Bibi woc)=b cete Bra, c)ăs. 


«100 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 453 
Atunci B; este o funcţie aproape-periodică de t și pe baza unei leme a lui 
N. N. Bogoliubov (Cap. III) avem 
8 |<2t, 


€ 


unde lim ((e)=0. 
£—0 
Facem noua schimbare de variabile 


b(î) = h(î) + e Bi, R(0), RU), e). 

Obţinem 
, OB, OB. OB, | A 
h(î) + e te (+ e 7 h(t)=eByo+eB. 


Dar 
Ba Lh(î) + e B. (6, (1), h(0), e), h(t — er) + 
+ B.(î — er, h(t — er), h(t — er), e),c] = Bolh(t), h(t — er), e] + 
+0 (&(6)) =Bh(6) +, (h(i—e0) + 8, [h (6), (6 — e3)1+ 0 (£(5)+0(0), 


unde 


A, = Ada (te, 7, 0), E = Se (te, 2,0), 
0u 09 
| 8, (u, 2) | <B(lul +10, |B.(uas 2) — Baa, 02)|< 
<B(lul+lal riul +01) (ua — al +a — 22). 
Mai departe, 
BI i,h(0) + eB:(t,h(î), h(be),h(i — er) +eBi(t — 
— er,h(t — er),h(t — 7), e),c]= Bilt,h(t) + 
+eB: (î,h(0),h(0),),h (6) + eB. (î,h(0),h (0), e), c] + 
+ O (2) +0 (%(e)) = B" [6h (î),h(0),s] + O0() +0 (G(2)). 


Din 
— B: (î,u,9,s) = B' (1, u, po, e) — eB. (4, u, 9, e) 
rezultă 
= B: [ih (0, h (0, e] = B" [ih h (el —eBi (i, h (6), h (6), e] 
şi deci 


B" [th (6), h (0), e] — — B: [î, h (6), h (0, e] = O (4(s)). 
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Mai departe, din 


9B. OB. 
| 50 +] 30 J< to 
deducem 
OB: 9B. |! 
pp e-9Ee e | =p+0(ate)) 
unde 
lim î,(e)=0 


În definitiv obţinem 
h (6) = eh h (6) + e H,h(t — es) + eB, [h (6), h(t — <7)] + 
+ eT [î,h (6), h(t — er), e], 


unde H, = eee). ,H, = ler), B, verifică inegalităţile 
u C, 


scrise mai sus, iar |T(t,u,v,=)| < y(e) cu lim (e) = = 0, TI fiind aproape-pe- 
—0 


riodică în t, uniform în raport cu celelalte variabile. 

Demonstrăm că pentru 0 < e < ep, acest sistem admite o soluţie 
aproape-periodică unică, care pentru e—> 0 tinde către zero. 

Din faptul că valorile proprii ale matricii H, + H, au părţi reale 
negative, deducem, pe baza lemelor 4 şi 5 că există 0) funcţională Vle] cu 
proprietăţile : 


o 1 K 
1 e le]? <YV [q] << el; 


: L 
2 Vila] —Y Lea] sleau | = IlepzIllea — all; 


30 lim sup VP Y(EF hf si to» e)] — Vly(t-+ site) o 
h>0+ h 


< —y(t + sto ?) |]2, 


unde y(î;i,,p) e soluţia sistemului (78). 
De aici, ca în demonstraţia teoremei 4.28, se deduce că pentru orice 
f(t) aproape-periodică sistemul 


& (î) =cH, 206) + e H,z(i — er) + f() 


admite o soluţie aproape-periodică unică z,() pentru care are loc evaluarea 


L 
(6) <supl fl. 
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Fie hg(t) soluţia aproape-periodică a sistemului 
h (î) = e H, h(t) + e H,h(i — er) + eT (6,0,0,e). 
Avem 


Ba] < E cr(0) = Lite) 


Fie mai departe Ph, (î) soluţia aproape-periodică a sistemului 
h (6) = e H,h (6) + e H,h(t — er) — <B, [ha (6), hu (t — e7)] + 
+ ef [î, ha (î), acu (t — e7), e]. 
Presupunem, prin inducţie, 
| ha (6)| <2Ly (e). 
Atunci 
LB, [ha—a (0), ha--a (6 — e7)]| < 166 L* y* (e), 

deci 


(0)! < = = (16 BL 2 (e) + y(e) =L 6 BL2 (0) +y(e). 


Dacă y (e) < rar deducem |h,(î)| <2 Ly(e) şi evaluarea este 
demonstrată. Fie ], (î) = h (î) — ha (6). Avem 


Înca (€) = ec HA, aa (6) + e Hu (i — er) + 
+ e Bu [he (î), ha (î — er)] — e B, [ha (€), he (î — e7)] + 
+ €T[t, hu (6), hu (6 — e7r),c] — e T [î, he (î), ua (î — er ),el. 
Conform ipotezelor 
|e B.[h, (6), hu (t—er)]—e Bali (î), ha (î —er)] | S 16 2 PLy (e) sup ||. 
De aici rezultă 


2 


| bea (î) | -< _ e(16B.Dy(e)sup |h| + 2y(e)). 


Avem |l | = |he|-<Ly(e); presupunem că |, | < 3Lm(e). Rezultă 
ea (€)]| <L 488 122 (e) + 2y(e) ; dacă y(e) < 13 ga deducem 
| lea ()]| <3Loy(e) şi evaluarea e stabilită. 


De aici decurge convergența uniformă a aproximaţiilor succesive, 
deci existența soluţiei aproape-periodice a sistemului în B. 'Ţinînd seama 
de schimbările de variabile efectuate, deducem existența unei soluţii 
aproape-periodice a sistemului (79) cu toate proprietăţile cerute. Teorema 
e demonstrată. 
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$ 15. ALTE TEOREME RELATIVE LA SOLUȚII PERIODICE ȘI APROAPE-PERIODICE 
ALE SISTEMELOR CU IÎNTIRZIERE 


Vom da în încheiere alte cîteva teoreme relative la soluţiile periodice 
şi aproape-periodice ale sistemelor cu argument întirziat. 

TEOREMA 4.34. Considerăm sistemul general (52). Dacă pentru 
u = 0 sistemul admite o soluție periodică xo(1), de perioadă w > 7, uniform 
asimptotic stabilă, atunci pentru |u | suficient de mie sistemul (52) admite 
0 soluţie periodică z(i,u) cu proprietatea 


lim 2 (î, u) = 2 (d). 


Demonstraţie. Fie U. operatorul definit de relaţia 
Uop=z(t+s, pu), 


unde z(t,o,u) este soluţia sistemului (52) care pe [—7,0] coincide cu ș. 


Vom demonstra că U3, are un punct fix cu ajutorul teremei lui F. Browder. 
Nu restrîngem generalitatea luînd az(î) = 0, căci ajungem la aceasta 
printr-o simplă schimbare de variabile care conservă proprietățile siste- 
mului. Stabilitatea asimptotică uniformă înseamnă existența unui număr 
3, > 0 şi a două funcţii 3(e) şi T(e) astfel încît dacă ||o|| < 3(e),- atunci 
la (î, 9,0) < e pentru t> —s şi dacă lo] < 8, t> T(e), atunci 


|z(6,90)| < e. Fie 3, =3 (2 ») „0 << min | o 3 (a) E 
T = | d fa. 1)] „m cel mai mice număr natural pentru care n w> D+r. 


Fie S sfera ||| < 5,. Atunci |z(t, e,0)]| < pentru pESşit> —r. 


Dacă |u| e suficient de mic, rezultă |z(t,g,u)| <h pentru e€S, 
— r<i<mo. De aici rezultă că pentru e € S avem ||Us || < h şi ţinînd 
seama și de sistemul (52) rezultă că operatorul U este compact pe S. 


Din evaluarea obţinută rezultă între altele şi prelungibilitatea, soluțiior 
cu ES, deci operatorul e definit pentru toţi ge. Fie S, sfera, lell< 1) Şi 


1 
Se, sfera lol <> (3 1): Pentru |le]|<n,t>—r avem |z(£, q, 0) | icmiuu! 


deoarece p<5 = .); pentru |u | suficient de mic rezultă |z(t, eu) | <5 
pentru — 7 <tCmo. De aici se deduce[ Uji ($,) C8S pentru 0s<js<m 
căci [Ue] (ș) = (jos, ou). [Din lell< <4%(3 a), > — x rezultă 


| z(t, 9,0)| < Za, deci pentru |u| suficient de mic se capătă |z(f, e,u) |<n 
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dacă le <a(3 1) — Sti mo, deci LU» (8) CS, pentru 0 <jSm 


Din n <5, rezultă că pentru q€s$,, t> 7 avem |az(t, e, 0) < 33| 1) , 


deci pentru |u| suficient de mic |z(t,e,u)l< - o) 2 ujaacă pE6,; 


m o —TrSi mo, adică [LU ]” ($.) CS. Condiţiile teoremei lui F. Brow- 
der sînt îndeplinite, operatorul U” are un punct fix, deci sistemul (52) 
are o soluție periodică cu proprietatea din enunț. 

Definiţie. O soluție 1, (î) a sistemului general (2) se numeşte stabilă 
(7) dacă există 5>0 asifel încât Ad Al SI) Z (8) — o(s)] <5 să implice 

is: 
| lim Sup, |z(s) —a(s) | = 0, oricare ar fi uită z (î) a sistemului. 
—aoi—TrsssS 

TEOREMA 4.35. Dacă f este periodică în t cu perioadă w şi dacă sis- 
temul (2) admite o soluție mărginită, stabilă (T), atunci ea admite o soluţie 
periodică de perioadă kw. 

Demonstraţie. Fie z(t) soluţia mărginită, stabilă (7). Considerăm 
familia de funcţii e,(8) = Lo(s+no), se[—r, 0]. Avem |e,„(s)|<M şi 
pentru n suficient de mare rezultă şi |€, (s)| <L(M), deci mulțimea. 
(0,„(s8)? este compactă. De aici rezultă că există n, şi n, astfel ca. 


M8X I Pru(5) — Pr (8) | <5. Fie ns> n,k=na— n. Considerăm soluţia zo(t+-ko) ; 


— Tr 


avem max |zg (îi + ko) — 29(î)| = max |oo(s+no + ko) — Zo(s + mo)] = 


mo— Sine —TSssS0 
= max | 2a(3 + hp 0) — 2p(5+ mo) | = Max la, (5) — n (5) 1 <3. 
—TSsso —TSsSs0 


Deoarece soluţia (1) este stabilă (7), rezultă că 


lim max | o(s-+ ko) — xo(s)]=0. 
lao i—rSssSi 


Din faptul că mulţimea îq,(s)? este compactă, rezultă că există, 
un punct limită e"; fie e'(s)=lim șir" (î)=(t;0, e"(5)). 
Î— 00 
Atunci 
z* (î)=lim p(t+n; o) 
Î— 90 
deoarece 
to(t+n; o) = z(t; 0, z(8 +mo))= z(î; 0, 9, (8)). 
Pentru îi=s-+ ko obţinem 
lim &(s+ko+n;o)=r"(s+o). 
ao 


deci 
lim enrr(8)= a" (s+ ko). 
2 90 
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Dar din 
lim max |a(s-+ ko) — 2o(s)]| =0 
loa i—rSssi! 
rezultă, 
lim max Pati (s)— 9; (8) = = 0. 
j—00 —TrSes 
Din 


| ear (5) — e" (5) Clare (5)— p;(8)] +1 pn(5)— e" (5)| 
rezultă, 
lim ptr (8) = e" (8) 
2 ao 
şi aceasta înseamnă că 
tr" (s+ko)= e" (8), 


deci soluţia z*(t) este periodică cu perioada kw. 
În acelaşi fel se demonstrează şi următoarea propoziţie. 
Dacă sistemul (2) admite o soluţie mărginită ro (1) astfel ca 


lim [zo(î + o) — 2o(0)]=0, 


atunci el admite o soluţie periodică de perioadă vw. 
Demonstrație. Mulțimea (q,(8)) e compactă ; fie 


p' (8) = lim (5). 
7— 80 
Din 
lim [4 (s+njo-t+o)—o(s+mo)]=0 
2—a0 
rezultă că 
p' (s) cai ua Pr (8). 
De aici demonstraţia decurge ca mai sus cu k = 1: 
2(05:0, 9: (6)) > ua a (6510, 0a,) > lua 0 (0510, pa ea): 
Dar 
z (1; 0, qn,) = Po (t+n;o) 
şi deci 
z(t;0, e) =lima(t+no)=lima(it+o+n,o). 
2— ao 2— ao 


De aici, pentru ţ=s +u,se capătă z(s+o ;0, 9") = a Lo(sS+o+n,o)= 


=— (8;0,q*) — o'(8), ceea ce arată că soluţia z(t; 0, î. ”) e periodică de pe- 
rioadă w. 

TEOREMA 4.36. Dacă f este periodică în t, orice soluţie mărginită 
și uniform stabilă a sistemului (2) este asimptotic aproape-periodică. 
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Pentru demonstrarea acestei teoreme avem nevoie de o anumită 
pregătire. 

DEFINIŢIE. Pie U o transformare continuă aunui spaţiu metric în el 
însuşi. Transformarea U se numeşte asimptotic aproape-periodică în punctul 
D, dacă pentră orice < > 0 există întregii pozitivi | şi N astfel încât între 
oricare | + 1 întregi pozitivi consecutivi să existe cel puţin un întreg + pen- 
tru care p(U" p,Unt* p) <e dacă n > N. 

LEMĂ. Dacă din orice şir de puncte (U"""m PP), (m = 1,2,...) se 
poate extrage un subşir convergent uniform în rapori cu n, atunci U este asimp- 
totic aproape-periodică în punctul p. 

Demonstraţie. Presupunem că U nu este asimptotic aproape-periodică 
în 9; atunci există e, > 0 astfel încît pentru orice cuplu 1,N există un 
interval de numere pozitive L, x de lungime ! astfel încît pentru orice 16 L, + 
să avem p(U"p,U"** p) > e pentru cel puţin unn >. Fie Li = Li. 
Şi h€L.; alegem pe P, întreg astfel ca h, — h, să fie în Lo = Ie. Alegem 
mai departe un interval Ls = Luv, astfel ca v,> 2 (hp —h.); putem 
găsi un întreg P, astfel încât hs—h, Şi hs— ha să fie în Ls. În general alegem pe 
Li = L astfel încât vam > max 2 (hi — ha), Vai > va; e sufi- 

1 < îm 
cient de exemplu să luăm drept hu. — h, unul din întregii imediat ve- 


cini mijlocului lui Lu. Considerăm şirul 
Untm p, Uuth p, Um p,...j 
conform ipotezei, din acest şir se poate extrage un subşir 
e UE Daia DP Rat Ai a aa 
convergent uniform în raport cu n; se poate deci găsi R astfel ca 
p (Urs p, Up) < eo pentru r > R, s = E În OPRIRE 


oricare ar fi n. Înlocuind pe n cu n —k,, rezultă că pentru r>R, s = 
— 12,3, ... şi n > k&, are loc relaţia 


o (6 At doi da aaa 9, U' p) < co. 
Notînd ks — k, = 7, avem 
p(U""p, U" p) < eo pentru n > &,; 


Ym+1Ym+1 


+, se află în intervalul  p0 +, corespunzător lui k,+, . Lăsăm pe r fix, cu r > 
> Rh şi alegem pe s destul de mare pentru ca Varia > ke. Notăm N = 


= Vmrys. Avem p(Unt'p, Up) <e, pentru n > N și rE Lyy ceea ce 
contrazice felul cum au fost alese intervalele LL, . Lema este astfel de- 
monstrată. 

Demonstrația teoremei 4.36. Fie z, (î) o soluţie mărginită, uniform 
stabilă a sistemului (2), eo(8) = za(8), sc[—r,0]. Există 5(e) astfel ca din 
|zo(ta + s) — y(u)l||< 5 să rezulte |z(t; ta; V) — 2 (î)] <e pentru î>t. 
Pentru î, = now deducem că |z(no + s) — y(u)]] < 5 implică 
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|z(t; no,Y) — 2 (d)| <e pentrut > no şi deci 
lz(t+no; no,b) — (tt + no)| ce pentrut> 0. 

Dar z(t+no;no,9) = a(0,0,y*), unde y'(s)= v(no +8), se [—7,0], 
deoarece în ambii membri avem soluţii ale sistemului (2) (din cauza ipotezei 
că fe periodică), şi cele două soluţii coincid pentru te [—r,0]. Prin 
urmare, din 

ze (no + s) — V' (5) <3 
rezultă 
|z (0, 9) — z(t+no)]|<e. 
Considerăm operatorul Ue = z(s+ ce;0, o). Avem 
z(1;0,U op) =z(t;0,z(s+oe;0,q))=z(t+ao;0,9) 
Şi în general 
z(î; 0, Un 9) =az(t+no;0,9), z(s+no;0,p)=Uno. 


Din 
| (no + s) — y's)|| <ă 
rezultă 
lz(î,0, V”) — Do (t+ no)| <e 
Şi de aici 


le (3 + ko,0,y)—z(s+(n+k)o)<e. 
Aceasta înseamnă că din 


IV” 9 —vy]<ă3 
rezultă 


[Ut 9 — Ut gl <e, k> mă 


Fie h,, ha, ... un şir de numere naturale, lim 1, = co. Mulțimea (U'** es) 


m— 9 
este compactă datorită faptului că soluţia z(t) a fost presupusă mărginită. 
Fie &,„ un subşir astfel ca 


lim Un e = qo. 
m— 90 
Avem 
[Un e — U pll= IU Une — VU sl. 

Pentru m destul de mare avem 

IU“ e — pol < 5 
şi deci 

Ung, — U' pl <e 


pentru 1! > —_. Aceasta înseamnă că 
G) 


lim U'* fn 99 = U! (90 


m — 90 
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uniform în raport cu /, pentru 1! > Î_. De aici pe baza lemei rezultă 
Q) 


că U este asimptotic aproape-periodică în punctul e. Rămîne să deducem 
că soluţia z, (î) este asimptotic aproape periodică. Pentru orice 7 > O 


există | şi N astfel ca între! +1 întregi consecutivi să putem găsi un 
întreg m astfel ca 


|U" po — Ur" eo] < m 
dacă n > N; rezultă 
Co (s + no) — Z(s +(n+m)o)l<m. 
Fie i suficient de mare, î = t' + ko,0 <t < o; avem 
p(t+ 830, po) = at -+hko+s;0, eo) = 
= o (i + 830, 2(ko + s;0, po)) = 2z(t + s8;0,U*q). 
Fie e > 0; există > 0 astfel ca din |le — V|| < n să rezulte 


za (t + 8;0, p) —z(t + s;0,y) || <e pentru O<cts<co. 


Fie k > X (9); atunci |z(t + s; 0,99) —z(t+a+ mo; 0, )l] = 
= lati + 830, Ut e) —z(t + s;0 U*tn q,)|| < e deoarece 
|U* po — Di” el <m. 
Prin urmare 


lo (î) — Lo (t + mo)| <e 
pentru t> (N + 1) o. Mulțimea mw este relativ densă, deci a(t) este 
asimptotic aproape-periodică. 


Fără modificări esenţiale în demonstraţie, rezultatele din $11, capi- 
tolul III, relative la perturbațiile singulare ale sistemelor neautonome, 
se extind la sisteme cu argument întîrziat de forma 


a = Li, 2 (0), 2(t—7), 9 (0,9 (t—r el, 
(80) 
iarna = gt, 2(1),yt), e], 


unde f şi g sint, în raport cu t, periodice, respectiv aproape-periodice (în 
cazul periodic, perioada va fi presupusă ca de obicei we > 7). 
Pentru «e = 0 se obţine sistemul 
dz (i 
120 — ft ati at — 3, po gt — 2,0] (81) 
9 [t, 2(0),y(1),0] = 0. 


Presupunem că acest sistem admite o soluţie [u(1),v(t)] periodică, res- 
pectiv aproape-periodică. 
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Se notează 
U (î) = g,[tutt), (0,0) 1 g, [î,u(t),0(0),0] 
At) = fa — a UV), Bu (0) = fa — a U( — 7), Aa(t) =], 
Bali) > fus» 00 = 9 


unde derivatele parţiale sînt luate în punctul 
[fu (6), ul(i — 2), 2(d),0(t—7),0]. 
TEOREMA 4.37. Dacă sistemul (31) admite o soluție periodică, respectiv 
aproape-periodică [u (t), v(1)] astfel ca ti CL —u BE și dacă soluția 
banală a sistemului 


— = ADE + BD E(t—a) (82) 


este uniform asimptotic stabilă, sistemul (80) admite o soluție periodică, 
respectiv aproape-pertodică unică x (i, =), y (i, e) astfel ca 


a(î,5) = ut) + ef (te), yl(be) = o(î) + en'(t,e) — cU(t)&t(i,e). 


TEOREMA 4.38. Presupunem că sistemul (81) admite o familie de 
soluții periodice de perioadă « > 1, lul(t,c), o(t,c)] și că pentru soluția 


corespunzătoare valorii € = Cp avem se C—uE. 
Dacă sistemul (80) admite o soluţie periodică de perioadă w de forma 
z (î, e) = u(i,co) + e&'(i,s), 
Yy (î, €) = vlt,00) + en (i,) — eU(t)&(t,s), 
atunci 


| q; (t, co) (Aa (î, 00) n (1, co) + Ba (co) nt — 7,00) + fi) di, = 0 
0 


pentru toate soluţiile periodice independente q; (t, co) de perioadă w ale 
sistemului adjunct sistemului (82). 
Puneţia n” (i, 69) este dată de formula 


ini = : do (î, c 
m" (îc0) = — Qi, e) [gi — i) 


di 
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ANEXĂ 


|. ELEMENTE DE TEORIA TRANSFORMATE: FOURIER 


Fie f o funcţie de modul integrabil, fe Li (—co, + co). Numim 
transformata Fourier a funcţiei f funcţia 


O (a) = (- e—ît f (î) di, a real. 


Stabilim următoarele proprietăţi : 
1” Funcţia O este mărginită, căci 


oloi<f voia ile 


2” Funcţia P este continuă, căci 


|e—î% —1 | = |eos ht —* sin ht — 1| | — 2 sin — 2 isin 2-cos | = 
= |asin 2. || — sin — cos = [as sii Et. 
de unde 
| O(a + h, — (a) | = Ă e— (eh f (1) di a] e roaj= 


Ă e—at (e— — 1) f (i) a <(” le —1||f()lăt< 


—90 


hi hi 


<2| 00 Isi ae 2 | poa +26 IF) ||sin jar + 
ro Dirolac(irora rara SS (0) a. 
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Pentru < > 0 există R, astfel încît dacă R>R, să rezulte 
—R e ao e 
( ora< irola<€ 
«i —00 6 a 6 
€ 


Fixăm pe R> fi, și alegem 5 (e) =——p——————. Rezultă că 
sei Ioa 


dacă |h | < 5(2), atunci |hk| R ji nora În definitiv, pentru 


|lh! < 5(e) rezultă | (a + h) — o (a) | < e, deci O este uniform continuă 
pe toată ara 

3” Dacă fe N şi uf(t) € Li, O' (a)există şi este transformata Fourier 
a funcţiei — sif (i): 
O (a+h)—0(a) [ e—daui (ei — 1) 
Da iai PONI, n INI POR ei 


f(î) dt = Ş ei dt = 


—0 h — ao 


iz: rr e—% f, (î) dt, 


unde am notat 


Fu (î) = Sp); 
Se vede că 
lim fn (6) = — 70) 
le-i 41 | 2|sin 3 
fc(0) pp IS Sl a i astia FOI Ii If olen 


|| LA 


deci f, (t) € LI. Rezultă că putem trece la limită sub semnul de integrare 
şi obţinem 


V' (a) = — Ă eat dif (î) dt. 


4 Dacă f' € Li, fe Li, atunci transformata Fourier a lui f' este î4 O (a). 
Avem, evident, 


F(X) — (2) = ( f' (t)dt (teorema lui Leibniz-Newton), 


deci, deoarece f'€ Li, rezultă 


lim f(X) =. 


Xa 

Dar fe Li și din 
lim f (4) =, 
X-—ao 


466 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENŢIALE 


rezultă obligatoriu că 1 = 0. Putem deci serie că 


Hm = (| roa 
Mai departe i 


i) 


| e f' (î)dt = lim ( e—“ f' (î) di = lim leo a 
ze Ze Ig, să Îi dna —% 
Lab 00 Lab 00 
„(a : 
+ ia e—i f (1) ae! = 10 0 (a). 
DEFINIŢIE. Fie f,geLi. Functia 
h (7) = f (2—y)9 (9) dy = | f (9) 9 (2—9)dy 


se numeşte produsul de compoziţie al funcţiilor f și g. 
TEOREMA 1. Dacă f,g€ Li, atunci h e definit pentru aproape orice 
z real, h € L? și avem 


(era <ţ iri aţa 
Transformata Fourier a lui h este produsul transformatelor Pourier ale 


funcțiilor f și g. 
Demonstraţie. Avem 


deci 
4 f(a—t)g(t) de] < Ligii) | 
deci ii 


| f(z—i) g(i)ăze LA. Rezultă că ( at f (a —tg(i) dz există şi 


e — 90 — 80 


( di N f(z—0| l9 (0 de să gt) ae flat. 


e —Q0 —a0 


Funcţia fe măsurabilă, deci f (z—t) e măsurabilă în spaţiul produs al va- 
riabilelor (, î). Se poate aplica teorema lui Fubini şi avem 


(a F (2-0 gaz = ("af te-ai at> 


— 90 


> (2) dz. 


— 90 
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Rezultă că h există aproape peste tot (teorema lui Fubini), 


i a flz—0a9) dz =(_az( fie — 9 (ăi, heza 


—ao —ao —a0 


Şi 


( nolaz<ț solu izola 


.— 00 


Mai departe 


i ee hmăz = 0 ezdz(” f(z—y)9(9)ăy = 


—Q0 —ao —Q0 


= | da Y etaj (2 — y)e-îg (y)dy = 


—90 


me 


| e g (9) dy Ă ese (z—y)dz = 


—80 .—90 


80 


=f egăyi e—î*! f (1) di. 


"TEOREMA 2. Pie f,, f.E LA, O, (a), O. (a) transformatele Fourier co- 
respunzătoare. Atunci 


O, (9) f> (y)e DL, 0. (9) Î,(y)e hi 
și în plus 


| O, fa dy = 02 f, dy. 
—06 —ao 

Demonstraţie. Prima afirmaţie este imediată, deoarece “0, şi d, 
sînt mărginite ; 


(_ O, (9) f2(9)dy = Ă Fa (9) dy ij of. (z)dz = 


— 80 — 90 


— 90 — 90 


=| dy Ă e—i f, (2) f- (y) dy = 


=f dr | ef, (2) f. (9) dy = f, (2) dz ef, (9) dy = 


=| 0, (2), (2) da. 
TEOREMA 3. Pre fe Li | 12. Atunci DEL şi 


( | (2) dz = 2 Ă f(z) az. 


—90 
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+- ao — 
Demonstrație. Fie h (2) = f (2 + y)f (y)dy. Integrala există da- 
torită faptului că fE L2. Avem 


|n (2) e< f(z+pl iC TAU ay < (iz 2 ) 20 


—a0 
deci P este mărginită. Funcţia h este şi continuă, căci 


Ih(z + 3) —h(o)|= 


| f(z + 3 + 9) fly) dy — 


—90 


a | fie +y)f (y)dy 


—20 


= [f(z+ 5+y)—flz +mlă|< 


<fr fear fe+lflăy < 


<I(iretu rr Vifeat” 


lu 


e: 


Dar pentru funcţiile din 1? avem 


Ă fiz-ry + 3) —fla +) dy =| ft 3) —f(0 pat 


oricît de mică dacă 5 e suficient de mic, de unde rezultă continuitatea 
funcţiei h. 
Mai departe 


ha) = je + pina =( fo —2)Ț(—2) da =( f(z—2)g(2)âz, 


ia —ao 


unde am notat g(2) =f (—2). 

Rezultă că /h este produsul de compoziţie al funcţiilor f şi g, deci 
transformata Fourier a lui h există şi coincide cu produsul transformatelor 
funcţiilor f şi g. 

Transformata Fourier a lui g se calculează în modul următor: 


Ă e—i“ g (î) di = ( 


e—ict f (—i) dt -€ eic f(s)ds = (a). 


Rezultă că transformata Fourier a funcţiei P este 
b(2) (9) =19(o)k 
Fie (2) =e—*. Avem 
v' (2) = — 2ene— — 2e1 ia v(2). 
Notăm 
Y (a) =| ei (î) at. 


e —90 
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Pe baza proprietăţilor 3* şi 4” avem 


iaY (a) — Î e—i = (î) di —2eiţ e—ct st (î)di = — 2 et Y'(a). 


—00 —a0 


Rezultă 
P'[0) = — Pa), <A = — 
2 e 


deci 
w(a)= 0 &;0=ro)=f ea = ay E. 
«—a0 = NR) Set 


Rezultă 


Aplicăm funcţiilor y şi Ph teorema 2. 
Rezultă 


|. l% (a) |2 e—e* da — |= ( h (ae îi e la A (2 Vyper dy. 


. —90 


Pentru e +0 obţinem 


Ă lo (a) ]2da =2 Is h (0)e-* dy =2/xh (0) ( e—* dy = 2mh (0). 


v— 


Dar 
h (0) = Î 


— 890 


fi) £ Gu) dy = | £ (9) l2dy. 


—00 


Teorema e demonstrată. 
TEOREMA 4. Pie f,, f, € LL, iar O,, O, transformatele lor Fourier. 
Atunei 


( (f, fa + Î+ În) dt = Ei (0. 9,+0,0) di. 


J—00 2 


Demonstraţie. Pe baza teoremei precedente, 


Q0 ], Q0 
| 1 +a lO,+ 0, 2di, 
sau 
1 


( (£.-+ fa) + at = cea d (0, + 0)(5,+8,) ar. 
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Prin urmare 

| plat FL a (FI +15) ai= 

= (roua If 
Nea 27 


27 Ea 


'Pinînd seama de teorema precedentă, rezultță formula din enunţ. 
CONSECINȚĂ. Dacă f, şi f, sînt reale, formula devine 


2, f, di = —f 


e 


| 1 fe — za 
oa pat (0, 5, +0,8) ai. 


—c0 


(2 Be 0, 0,) dt, 


— 


deci 
( ff, dt = 02 d, (a) &, (a) da. 
Dar 
dala) =( ei ăi, 
deci dia 


Du(a) = | eta £,(t) di= 6,(-a), 


—90 


deoarece f, e reală 
Rezultă în definitiv că dacă f, şi f. sînt reale, 


| A făt = a Be 9,(a) 0.(—a) da. 


—-90 


Dacă funcţiile f, şi f, sînt date numai pe (0,00), le prelungim cu valoa- 
rea nulă pe (—co, 0) şi formula precedentă devine 


| fa —( Pe 0,(a) 0.(—a) da. 


Observaţie. Dacă f e definită pe (0,co) şi e derivabilă, cu derivata 
în 4, rezultă 


| ea f'(î) at = es f(4) KE ia | ein ft) dt = —f(0) + ia 0(a). 


II. PERMUTAREA ORDINII DE INTEGRARE LA INTEGRALA STIELTJES 


În cele ce urmează vom reproduce o teoremă a lui H. E. Bray, 
relativă la permutarea ordinii de integrare în teoria integralei Stieltjes, 
care s-a folosit în repetate rînduri în teoria sistemelor generale cu întiîr- 
ziere. 
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TEOREMĂ. Dacă q(8) este continuă în [a, b], Y (2) cu variație mărgi- 
nâtă îm [e, d], a(, s) continuă în « pentru s€Ela, b] și cu variaţie mărginită 
în raport cu s, uniform pentru 2 € [e, d], întegr alele 


d 
| | e aaten] arin si | eo a ( ate nara 
există şi sînt egale. 
Demonstratie. Fie 


ala) = p(5)ă, a(7,5), ș (s)= i (0, 5) dr (0). 


„/C 


Se verifică uşor că v este cu variaţie mărginită şi O este continuă. De aici 
rezultă existenţa celor două integrale. Prin calcul direct se verifică 
iormula 

(d 


> [5 e (s,) ta (4, S;+a)—a (4, 8;)) [tra — Y(2;)] = 


= 1=0 


= ole ;) Se (2; Sia) (Yi) —Y (2) — 9, a (2; 5) tr) ta) 
Fie < > 0. Pentru diviziuni de normă suficient de mică avem 


| (2) ăr(2) — Și 0(2p) ro) — ra) |< E 


3=0 


Sola) et) rta) E 


—r(e;)) Se 
Rezultă 
( O (2) dy( 2) — ) ă p(s,)a(2;, Sixa)—a(3, | irc = r(e)] penca 


La fel, pentru diviziuni de normă destul de mică 


| 20) ape) — Seed loa — Mel] <a 


Ş, e 600% (nun) — 401 — Seed Stai sus tras) — ta) | 
— Si etanse) — ra)? || < 
deci | 


( e (8) dy (3) — e )| y a (2;, Sia) (Y (Pi) — Y (2) — 


i=0 3=0 


—Șa 2553) (e (pa) = (75) ']|<- 


3=0 
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În definitiv, pentru diviziuni de normă suficient de mică, convenabil 
alese, 


([ oarto —jeazo|<s 


e C (/i 


deci 
| oara =| pay. 


Teorema este astiel demonstrată. 

Să observăm că aceleaşi calcule rămîn valabile în cazul cînd funcţiile 
care intervin au valori matriciale pentru care înmulţirea este permisă. 
De asemenea se demonstrează la fel formula de forma 


b d d b 
| TO)| z (s) dune sa) [aa =| aa,| todo adica 


a a C C a 
Presupuniînd 1(«,s) = 0 pentru s3>0, are loc formula 


db 


rol a (2) d, m (a, 3 — da =f aaj ip alasoaaă dfaueaie 
A 


A —A e a 


b b 
+ JOLAEIO Y(a, s — a)da. 


(7 8 


Într-adevăr, ţinîind seama de condiţia impusă lui n deducem că 


b 
| 2 (3) d, n(a,s — a) =0 pentru a Lab, 


a 


e: 


o] 20 ante ac=( col E RE | 


a 


=( (03, ( (0) nos a) da = UR (a) n (a, s — a) da 4 


a — C/ | 


+ Y aa | a) nana — a)da = |_z0) d, (to) n (a, s—a) da + 


“9 Li «d 


Fă (20 d, (a) n (a, 8 — 2) da, 


deoarece pentru s >a şi a Za Cs avem s — a 20 şi v(a,s — x) =0. 
Ultima formulă obţinută este cea folosită în mod sistematic în teoria 
sistemelor cu întîrziere. 
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III. TEORIA STABILITĂȚII SISTEMELOR LINIARE STAŢIONARE CU ÎNTIRZIERE 


În cele ce urmează vom prezenta, după N. N. Krasovski, teoria 
generală a stabilităţii sistemelor liniare staţionare cu întirziere, bazată 
pe teoria semigrupurilor. 

Se consideră un sistem de forma 


dz. n (0 
= (aer Danube) 


4=1l J—T 
Dacă d7,;=0 pentru s + h;;, dn;;=a,; pentru s =— 7,;; se obţine un sistem 
de forma 
dz . 
= Vaal — 1). 
di pi 


Considerăm operatorul 7 (î) definit pe spaţiul funcţiilor vectoriale continue 
pe [—7,0] prin relaţia 


T(î) p=a(t+s; o). 


Deoarece sistemul este liniar, operatorul 7 () este liniar. În plus, 
ţinînd seama de faptul că sistemul este staționar 


T(t+t)o=e(ttta+s; p)=elt, rs; alla +s;0))= 
= T(t) 2 (ta +s; e) = T(1,) D(b) e. 
Într-adevăr, o dată cu z(t;q) este soluţie şi z(t+î; 0); pe [—",0] 
soluţia z(t+t,; e) coincide cu z(î,+s;q), deci z(t+t;p)=zr(isrii,+s;0)). 
Punînd aici t = t, + s se capătă relaţia pe care am folosit-o. 
Relaţia 
(+) = TU) Pit), ti 20, ta>0, 


arată că T(i) formează un semigrup. 


Ținînd seama de inegalitatea fundamentală (3) din capitolul ÎV 
rezultă, 


|Z(0e||<e” |||], pentru 50. 
Conform definiţiei operatorului 7(4), rezultă şi 


lim 7(î)=I], 


t=0+ 
unde I este operatorul identic, iar limita este în topologia tare, adică 


lim || 7/4) 9 — e] =0 
(0 + 


pentru orice ge din spaţiul considerat. 
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Introducem operatorul infinitezimal generator al semigrupului, de- 
finit prin 


E | 
Ag =lim—[7(5)9—ș]. 
2=0+ G 
'Tinînd seama de definiţia operatorului 7 rezultă 
n 
Ap =lim—lz(2+s;0)—o]. 
E=0+ £ 


Dacă g este derivabilă şi s < 0, pentru £ +s <0 avem 
z(6+s;e)=ep(61s) 
şi deci dacă y (s) = A șp, avem 


y() =limi [p(£+5)—p(5)]= e'(s), 


E—0+ £ 
unde e” (8) este derivata la dreapta a funcţiei q. 


Pentru s = 0, z(£; e) este soluţie a sistemului, z(0; 0) = e (0) 
şi 


lim [2 (8; 9)—200;9)] = 7 l0;el 


Conform sistemului rezultă 


0 
zlo;pl=| e(s)an d). 


„—T 


Prin urmare, operatorul A este sigur definit pe mulţimea funcţiilor 
care admit derivată la dreapta şi dacă g esţe o asemenea funcţie iar y = 
= A 9, atunci 


V(s)= ep (8) —rss<0, 


y (0) =| p (8) da (5). 


—Ţ 


Să determinăm spectrul operatorului A, adică mulţimea valorilor 1 
pentru care operatorul A [—A nu admite un invers mărginit. Dacă x = 
= (A 1—A) e, atunci 


(3) =1 p (5) — e (5) pentru —r<s<0, 
(1) 
200) = et) —| p(8)d a (5). 


Căutăm valorile A pentru care aceste relaţii nu pot fi rezolvate 
unic în raport cu e cînd x este dată continuă. 
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Prima relaţie dă 


9 (5) = goe ce-o a (0)ăa. 


«0 


Înlocuind pe ș în cea de-a doua relaţie se obţine 


200) = 3 so | ee feo xt0) as]an (= 


i iu col e dn (s) +“ (e m 1 (6) de dn (5). 


—T 0 


Deci pentru determinarea valorilor eg, se obţine sistemul liniar 


|| e: dn (5) — 3 B) -| $ 4-0 > (0)d ) da (5) — z(0). 


—T 0 
Rezultă de aici că valorile A pentru care sistemul nu admite soluţie unică 
sînt soluţiile ecuaţiei 
0 
det (| e dy) (s) — AB) = 0. 


În cazul particular al sistemelor cu argument întîrziat se obţine 
ecuaţia 


det (a;; 6 ii d,;)=0. 
TEOREMĂ. Dacă spectrul operatorului A se află în semiplanul 
(Re A Z—y, v > 0, soluțiile sistemului verifică inegalitatea || 2 (t + s;e)|| < 


Be“ || o|| pentru t3> 0, unde se poate lua « = 9qy, 0 <q< 1 arbitrar. 
Demonstraţie. Fie z(t; 9) = ez (1; o). Avem 


dz dz i 
Pila ve” a(î; 9) +eY riza Y 2(t;0) + eri e (t + s; e) dn (5), 


deci 
. 0 
dz C: 9) Eta +2 (1;q) -+ eri e-r(ttoz(î+s; e) d 7 (8). 
Rezultă că z (î;q) este soluţie a sistemului 
0 
= 2 + 2 (1+4+s) ed (8). 


Acest sistem definește şi el un semigrup de operatori To(t), al cărui operator 
infinitezimal generator este dat de: 


e" (8) — 7 <s<0 
Aop= 


0 


Y e (0) + p (3) e dm (8). 
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Pentru 7, (î) are loc, la fel ca pentru 7' (4), o evaluare de forma 
| Ze (£)]| < e". 


Aceleaşi calcule ca mai sus permit să se obţină spectrul operatorului 
Ag. Se iormează ecuaţiile 


x (8) = A p(8) — p' (s) pentru —r<s<0, 


L (0) = 1 e(0) — 7 e (0) mi p (8) e dn (5). 


Rezultă 
p (3) = poe — ei*— x (o) do 


0 


100) = aval (2 ele -fe w-0! 7 (6) do] er dn (5) 


0 


de unde se capătă pentru go, sistemul 


eo| (eo dn(9)— a —p2)= ( 4 ee-0 x (5) do] e dn (8). 


J—T 0 


Prin urmare, spectrul lui A, e dat de ecuaţia 
0 
det[$ eo dv (3) — »B)= 0. 


Se vede deci că dacă 1 aparţine spectrului lui A, atunci A—y aparţine 
spectrului lui A deci, conform ipotezei, 2e (14—y) < — y, de-unde rezultă. 
(Pe A <oO. 

Prin urmare, spectrul operatorului A, se află în semiplanul Be A <0. 
Ținînd seama de evaluarea pentru operatorul 7(t) se deduce, pe baza 
unei teoreme generale din teoria semigrupurilor, 


Ă 1 Vutio 
To (5) e = dim | e R (1, 40) pd, 


unde y, > La; e este derivabilă, iar R (2,44) este rezolventa operatorului 
Ag. Din calculele făcute pentru determinarea spectrului lui A, se deduce 
că rezolventa se defineşte prin formulele 


| | eâ—mo dn(o)—A—p8) | | | ec-a(t)a e|eranto)e»— 


«0 


ROA,Ao)p= —fe — o (6) do, —r<8<o0 


0 


|_er-mean (6) — (A — %) a) || feeoe (€) ac]e-mante)- 
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Din aceste formule ţinind seama că spectrul lui A, se află în Pe AO, 
rezultă că pentru orice y, > 0 există P (2) astfel ca || .R (1, 40) || P(2) 
pentru y, < Bei <L +. 

Din teoria generală a semigrupurilor rezultă că 


1 1 
RO4)e= + 23 40 pt i e (Andu) ep 


pentru toate funcţiile q care aparțin domeniului de definiţie al lui Ag şi A3. 
De aici rezultă că pentru funcţiile din domeniul lui Aş: 


Ya+-io 
Ta) lim | e RO, 40) pi 
0— 9% 2 10? Vai 


pentru orice y. > 0. Înlocuind expresia rezolventei deducem 


"Vatio Ya+-i 
za(0) pm [Von (tot eta 


0-90 2 ed e a (3) Ya—icd 


y ( e)ă = zohast aa 
Va—w N2 
Din această formulă se obţine evaluarea 
| Ze (6) pl (Ilpll + P.ll4c el + P2 || 45 elev, 
unde f > 0 e oricît de mic. 


Să demonstrăm acum că funcţia 2 (3 7 + s; p)este, pentru orice e 
conținută în domeniul lui 43 și în plus există N,, N, astfel ca 


| A,2(37+s;e)ll Ye, llAz(3r+sse)llcVlel. 
Într-adevăr, soluţia 2 (î;9) este pentru i > 0 derivabilă, iar din 


sistem rezultă că = este continuă pentru tî > 7. 


De aici rezultă 


d2 d 0 da(t 
pf SU Sea n (e) 
di? dt Aa dt 


pentru i> 2r. 


Prin urmare 2 (371 + 8; e) este de două ori derivabilă şi în plus 


i 0 
dz (3 a ;P) = 2 (37 ; e) = | 2 (37 + o; p)e "*dy(o), 
s=0 v—T 
dz(3rtsie)| _dz(3rrese)| „(0 dz(3 ko: 9) a, (6) 
ds2 s=0 Li ds 3=0 —r ds | 
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Aceste formule arată că 2 (37 + s; e) aparţine domeniului lui A2. 
Evaluările dorite rezultă imediat din egalitatea fundamentală (3) din 
capitolul IV. 

Deducem în definitiv evaluarea 

| Za (&)z(37+s; e)ll < Psertlel]. 
Dar 
2 (37 + 8:09) = Lo (37)e 
ȘI 
To(8)2(37T+s; 9) = 10(6)10(37%)p= Po(58+37)g. 
Punind £ +37 = t deducem 


| Po (€) ell < PP, e**Pi'—0 || |] pentru t>3 7. 


Ținînd seama de evaluarea pentru 0 < î <£3 7, obţinem în definitiv 
| Za (î) el] <Q e****|| e|] pentru t > 0 


deci 
lz(t + s; p)ll <Q e*t”'llel. 
De aici se obţine însă imediat 
az (t+ s; e) || <Q ere rr Pie] =Be* 
Teorema este demonstrată. 
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